ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ

Дисперсионный анализ (Analysis of Variance, сокр. ANOVA) -это группа методов для исследования влияния одной или нескольких КАЧЕСТВЕННЫХ переменных (факторов) на одну зависимую КОЛИЧЕСТВЕННУЮ переменную (отклик). Метод применим и в том случае, когда факторы являются количественными переменными, если их значения сгруппированы в "блоки". Однако такие данные допускают более детальное исследование методами регрессионного анализа.
1. Однофакторный дисперсионный анализ
Пример. В экспериментах измерялось количество азота Y, выдыхаемого человеком за одну минуту в состоянии покоя. Измерения проводились на четырех группах пациентов, "посаженных" на различные типы диет. Типы диет, отличающиеся друг от друга уровнем содержания белков, являются значениями качественной переменной (фактора А), зависимость от которого количественной переменной Y необходимо определить.

Казалось бы, средние значения можно сравнивать попарно. Однако при большом количестве групп оказывается много пар; кроме того, при добавлении какой-либо новой группы (еще одного среднего) она может дать C(Cmax или C(Cmax.
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Варианты ответов:

1. да, есть зависимость Y от диеты;

2. нет, зависимости Y от диеты нет.

Математическая формулировка
Имеется I подпопуляций исходной популяции. Пусть                  Y - измеряемая на этих подпопуляциях количественная переменная. Обозначим через µi средние значения Y на каждой подпопуляции. Предположим, что каждая подпопуляция распределена НОРМАЛЬНО с одной и той же дисперсией. Однофакторная модель дисперсионного анализа имеет вид:
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 - наблюдаемые значения Y;
 i  =1,2…I - номер подпопуляции (группы);

 j= 1,2...Ji - номер наблюдения в i-гpyппe;
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 - полное число наблюдений;
µi - средние значения Y в i-группе;
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 - ошибки. 
Т.е. yj для каждого i - 
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Если ввести генеральное среднее
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где 
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 - полное количество наблюдений,
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 - дифференциальные (главные) эффекты:
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Таким образом, фактор А служит основанием для классификации совокупности наблюдений выбранных объектов, и каждое значение у равно сумме:

· генерального среднего (единого для всех уровней фактора А);

· дифференциального эффекта (определяемого уровнем фактора А);

· случайной ошибки.

По аналогии с рассмотренным выше, можно ввести две модели интерпретации факторов:

1) Модель с ФИКСИРОВАННЫМИ эффектами; в этом случае уровни фактора А выбираются заранее и фиксированы. Нас будет интересовать соотношение между средними значениями µi переменной Y для различных групп (т.е. нулевая гипотеза α1= α2=...= αI = 0 отсутствия различия между группами, отсутствия зависимости Y от А).
2) Модель со СЛУЧАЙНЫМИ эффектами; в этом случае наблюдения выбираются случайным образом из групп с различными (случайными, наперед не заданными) уровнями фактора А. В результате анализа нет возможности сравнить средние значения Y для различных уровней фактора А. Поэтому рассчитывается РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
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 средних значений µi, полученных в разных популяциях. Нулевая гипотезам независимости Y от А эквивалентна утверждению, что дисперсия РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
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 равна нулю! 

Сравни с: раздел 2, п.1., способы получения пар наблюдения.
2. Модель однофакторного дисперсионного анализа с фиксированными эффектами

Если 
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 - тогда дисперсионный анализ.
Оценка параметров модели (величин µ и αi) сводится к минимизации суммы квадратов
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по переменным µ и αi. Чтобы обеспечить единственность оценок наименьших квадратов, на параметры α1, α2,..., αI обычно накладывается ограничение: взвешенная сумма эффектов равна нулю.
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Тогда оценка генерального среднего 
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а оценка дифференциальных эффектов 
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Несмещенная оценка дисперсии σ2 имеет вид
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MSR - это разность уij и среднего в группе уi; следовательно, это дисперсия внутри групп.

В результате расчетов выдается стандартная таблица дисперсионного анализа.

	Источник дисперсии
	Сумма квадратов
	Степени свободы
	Средний квадрат
	F-отношение

	Между уровнями
	SSB
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	Внутри уровней
	SSR
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Здесь акцентируется внимание на отклонении групповых средних от генерального среднего
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и на отклонении значений внутри уровней от группового среднего
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Для проверки нулевой гипотезы Но: α1= α2=...= αI = 0 (т.е. все дифференциальные эффекты равны нулю, т.е. нет зависимости переменной Y от уровней фактора А) из таблицы дисперсионного анализа берется F-отношение. Р-значение равно площади под кривой распределения F(I-1,n-1) справа от F0.

Если оказывается, что нулевая гипотеза отвергается (т.е. не все групповые средние равны генеральному среднему), можно проверить, какие именно групповые средние отличаются статистически значимо друг от друга. Для этого можно сделать следующее.
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Доверительный интервал
1. 
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)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

±

-

-

j

i

R

R

j

i

J

J

MS

t

y

y

1

1

2

1

n

a

 - обычно сравнение по критерию Стьюдента.

Отличие просто в отличие от сравнения двух средних в t-test for independent samples: там стояла 
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, здесь же для любых сравниваемых пар стоит 
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+ - одна и та же 
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 - одна на все пары (вместо 
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 для каждой конкретной пары)
2. Процедура множественного сравнения Шеффе (Scheffe).

Если одновременно проверяется несколько различных гипотез:


[image: image38.wmf]j

i

y

y

H

=

:

0



[image: image39.wmf]n

k

y

y

H

=

:

0


…,
тогда общий уровень значимости (уровень значимости совокупности всех гипотез) может отличаться от α. Чтобы обойти эту сложность, можно использовать процедуру множественности сравнения:
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Иллюстрация. Пересортируем уровни в порядке возрастания группового среднего:
y1   y2   y3 … yP.

Сравним наименьшее выборочное среднее y1 со всеми последующими посредством процедуры МНОЖЕСТВЕННОГО СРАВНЕНИЯ ШЕФФЕ, для чего построим доверительный интервал для разности средних (см. выше).

Подчеркнем все уровни, средние для которых значимо не отличаются от y1. Повторим тоже самое для у2, уЗ и т.д. Результаты такой процедуры (в виде примера) представлены ниже:
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  y1     y2     y3    y4     y6     y7  


Отсюда следует, что пары yl – у6 статистически не различаются, также как и пары у3 – у7. Таким образом, статистически значимые различия наблюдаются только между парами yl – y7 и у2 – y7.

NB: в доверительном интервале для пар уi стоит процентиль                   F-распределения именно с (I-1) и (n-I) - степенями свободы, несмотря на то, что сравниваются всего ДВА средних; также стоит одна 
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. Это непременное условие метода множественного сравнения, когда α сохраняется в качестве общего уровня значимости для всех вариантов сравнения.
3. Множественное сравнение Тьюки (Tukey)
Условие J1= J2=…= J.
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 - процентиль распределения стьюдентизированного размаха.

Двухфакторный анализ
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где i – уровень фактора А;

      j – уровень фактора В.


Обучаемость.

	Соц. группа
	Хор. обучаемость

	Соц. группа 1
	50%

	Соц. группа 2
	50%


	Возраст
	Хор. обучаемость

	Возраст 1
	50%

	Возраст 2
	50%


	
	Возраст 1
	Возраст 2

	Соц. группа 1
	10%
	40%

	Соц. группа 2
	40%
	10%
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поскольку иначе увеличение 
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Полученные оценки 
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 имеют обычно смысл средних значений.
3. Модель однофакторного дисперсионного анализа со случайными эффектами
На этот раз I-уровней выбираются случайным образом из бесконечной совокупности всех возможных уровней. На каждом i-уровне случайно выбираются Ji объектов и рассматриваются значения
yi1   yi2   yi3…,i  =1,2…I.
Предполагается, что эти наблюдения распределены нормально со средними значениями на i-том уровне, равными mi и одинаковой дисперсией σ2. Кроме того предполагается, что m1 m2 m3 …mI представляют случайную выборку из совокупности, нормально распределенной со средним µ и дисперсией 
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В отличие от эффектов в модели с фиксированными эффектами этот эффект представляет собой случайную величину, распределенную нормально с нулевым средним и дисперсией 
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В случае модели с фиксированными эффектами нас интересовала оценка дифференциального эффекта 
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В случае модели со случайными эффектами нас, интересует оценка дисперсии 
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 распределения дифференциальных эффектов. Другими словами, мы хотим оценить среднее µ и ДВЕ КОМПОНЕНТЫ дисперсии 
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 и проверить нулевую гипотезу Н0: 
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=0, означающую, что фактор не вносит никакого вклада в дисперсию.

Для проверки нулевой гипотезы вычислим ОЖИДАНИЯ СРЕДНИХ КВАДРАТОВ (Expected Mean Squares: EMS). Значения EMS можно вычислить и для модели I (фиксированные эффекты), но там они не обязательны.
Таблица
EMS для однофакторной модели дисперсионного анализа            (модель 1 с фиксированными и модель 2 со случайными эффектами)
	Источник

дисперсии
	EMS

модель 1
	EMS

модель 2

	Между уровнями MSB
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где
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Если все 
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 равны между собой и равны 
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Нулевая гипотеза 
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 проверяется с помощью F-соотношения 
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, аналогично случаю с фиксированными эффектами.

Отличие дисперсионного анализа от регрессионного.

Допустим, имеем две группы наблюдений, представленных на рисунках а и b. Все значения Y в первой и второй группах одинаковы, но уровни фактора А, от которого зависят значения Y, переставлены местами. Для задачи дисперсионного анализа такая перестановка абсолютно ничего не меняет.

Если же уровни фактора трактовать как значения некоторой независимой переменной X в задаче регрессионного анализа, тогда перестановка местами значений X может кардинально изменить результат (в первом случае регрессия есть, во втором - нет).

Разница этих задач очевидна: в задаче регрессионного анализа мы сначала проводим ЛИНИЮ РЕГРЕССИИ, а потом интересуемся дисперсией, объясняемой регрессией и остаточной дисперсией. В задаче дисперсионного анализа мы сначала вычисляем (проводим линию) ГЕНЕРАЛЬНОЕ СРЕДНЕЕ, а потом интересуемся дисперсией между различными группами и остаточной дисперсией.
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