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1. Постановка задачи:

Комбинаторная задача распределения. Динамическое программирование. Как разместить свой капитал.

Вы не пробовали мексиканское вино «Нуэва та»? Эта фирма поставляет превосходные красные вина, которыми не погнушался бы и француз. Если вы посетите эту прекрасную страну, вы оцените их за цвет, аромат и букет. Национальным напитком Мексики является не вино, а пульке — перебродивший сок особого вида агавы; из другого вида агавы извлекают очень крепкий, но ароматный алкоголь — текилу. Мексиканцы, населяющие определенные области страны, потребляют пульке, но в городах выше ценятся пиво и кока-кола. По мере того как повышается средний доход мексиканца, увеличивается потребление высокосортных вин; поэтому группа финансистов решила пустить в продажу «Нуэва Карта», сделав капиталовложение в 10 млн. песо.
Таблица 1

Вложения (млн. песо)
Прибыль по зонам


I
II
III
IV

0
0
0
0
0

1
0,28
0,25
0,15
0,20

2
0,45
0,41
0,25
0,33

3
0,65
0,55
0,40
0,42

4
0,78
0,65
0,50
0,48

5
0,90
0,75
0,62
0,53

6
1,02
0,80
0,73
0,56

7
1,13
0,85
0,82
0,58

8
1,23
0,88
0,90
0,60

9
1,32
0,90
0,96
0,60

10
1,38
0,90
1,00
0,60

Энергичная торговая деятельность должна развертываться в четырех главных городах: Мехико в центре, Монтерэй на северо-востоке, Гвадалахара на севере и Веракрус на юге. Этим четырем городам поставлены в соответствие торговые зоны I, H, III и IV. В каждой из этих зон проведено изучение состояния рынка и найдены кривые математического ожидания прибыли как функции полных капиталовложений (складские помещения, магазины, торговые уполномоченные, реклама и т. д.) (см. табл. 2.1). Следует подчеркнуть, что нахождение таких данных (табл. 2.1) в Мексике столь же трудно, как и в других местах, так что мы предполагаем, что компания «Нуэва Карта» обратилась к выдающемуся специалисту. Итак, пусть данные (табл. 2.1) даны. 

Куда следует вложить 10 млн. песо, с тем чтобы суммарный доход был максимален?

2. Решение задачи методом динамического программирования

Рассмотрим решение данной комбинаторной задачи методом динамического программирования

Эта задача по своей природе комбинаторная; в самом деле, речь идёт о том, чтобы перебрать все разбиения 10 на 4 группы и притом из целых чисел. Можно было бы вычислять доходы, соответствующие каждой комбинации:
(10,0,0, 0): (9, 1,0, 0): (9,0, 1, 0); (9, 0, 0,  1); ...;

        (8г 1, 1,0); (8, 1, 0, 1); (8,0, 1, 1); (8,2,0,0);

           (8, 0, 2, 0); (8, 0,0, 2), (7,1, 1, 1); (7, 2, 1.0);

             (7, 2, 0, 1); (7, 1, 2, 0);
(4, 4, 2, 0); ..;  (4, 4, 1, 1); .,,; (4, 3, 3, 0); ..,;

             (4, 3, 2, 1); ...; (4, 2, 2, 2); ....
Всего надо вычислить 286 чисел!
Это ещё вполне терпимо; но так как группа, распределяющая финансы, обнаруживает также желание знать оптимальное решение в случае, когда капиталовложения в целом составляли бы 9,8,7, . . . , 2 или 1 миллион, то перед нами оказывается вычислительная работа большого объёма, на которую потребовалось бы много рабочих дней.
Тогда, для того чтобы решить эту комбинаторную задачу, есть прямой  смысл   ввести   метод  так   называемого   динамического программирования. Посмотрим, как нужно действовать.

Обозначим:

F1(x)-функция, соответствующая I зоне,
F2(x)- функция, соответствующая II зоне,
F3(x)-функция, соответствующая III зоне,а ф4  IV зоне;
далее:
f1,2 (А) — оптимальное,  распределение когда  А   млн.    вклады​ваются в I и II зоны вместе;
f1,2,3(A) —оптимальное,  распределение когда  А   млн. вклады​ваются в I и II ,III зоны вместе;
f1,2,3,4(A) — оптимальное,  распределение когда  А   млн. вклады​ваются в I и II ,III и IV зоны вместе;
Таким образом, чтобы определить  юююю  , надо вычислить

Вложение

     А



Оптимальная политика при вложении в зоны 

0
0
0
0
0,0

1
0,28
0,25
0,28
1,0

2
0,45
0,41
0,53
1,1

3
0,65
0,55
0,70
2,1

4
0,78
0,65
0,90
3,1

5
0,90
0,75
1,06
3,2

6
1,02
0,80
1,20
3,3

7
1,13
0,85
1,33
4,3

8
1,23
0,88
1,45
5,3

9
1,23
0,90
1,57
6,3

10
1,38
0,90
1,68
7,3

Таблица 2.2 позволяет определить политики, соответствующие оптимальному доходу при данном капиталовложении. Например, если в 1 и 2 зоны вместе вложить4 млн., то в 1 зону

Надо вложить 3 млн., а в 2-1 млн.жжж именно это и обозначает символ (3,1) в пятом столбцежжж прибыль в этом случае равна 0,90.

     Если в 1 и 2 зоны вкладывать 10 миллионов, следует избрать политику (7,3)жж для такого распределения прибыль оптимальна и равна 1,68.

    Наше исследование будет продолжено вычислением Ф123(А), то есть поиском оптимальной комбинации, когда капитал А вкладывается в 1,2,3 и 4 зоны.

Результаты составляют содержание таблицы 2.3. Таким образом, например, если капиталовложение в 7 млн. песо распределять между зонами 1,2 и 3 , оптимальная прибыль будет соответствовать политике (3,3,1)  и достигнет 1,35 млн.

А






0
0
0
0
0,0
0,0,0

1
0,28
0,15
0,28
1,0
1,0,0

2
0,53
0,25
0,53
1,1
1,1,0

3
0,70
0,40
0,70
2,1
2,1,0

4
0,90
0,50
0,90
3,1
3,1,0

5
1,06
0,62
1,06
3,2
3,2,0

6
1,20
0,73
1,21
3,3
3,2,1

7
1,33
0,82
1,35
4,3
3,3,1

8
1,45
0,90
1,48
5,3
4,3,1

9
1,57
0,96
1,60
6,3
5,3,1 или3,3,3

10
1,68
1,00
1,73
7,3
4,3,3

Продолжим вычисления, определяя Ф1,2,3(а), то есть оптимальную прибыль, если вкладывать в 1,2,3 и 4 зоны сумму в А млн., и подытожим результаты по таблице 2.4.

А






0
0
0
0
0,0,0
0,0,0,0

1
0,28
0,20
0,28
1,0,0
1,0,0,0

2
0,53
0,33
0,53
1,1,0
1,1,0,0

3
0,70
0,42
0,73
2,1,0
1,1,0,1

4
0,90
0,48
0,90
3,1,0
3,1,0,0 или

2,1,0,1

5
1,06
0,53
1,10
3,2,0
3,1,0,1

6
1,21
0,56
1,26
3,2,1
3,2,0,1

7
1,35
0,58
1,41
3,3,1
3,2,1,1

8
1,48
0,60
1,55
4,3,1
3,3,1,1

9
1,60
0,60
1,68
5,3,1 или

3,3,3
4,3,1,1 или

3,3,1,2

10
1,73
0,60
1,81
4,3,3
4,3,1,2

В конце концов, консультант по экономическим вопросам мог бы представить нижеследующие оптимальные распределения капиталовложений компании Нуэва Карта (таблица 2.5).

Компания Нуэва Карта  благодаря таблице 2.5 должна оказаться в состоянии оценить оптимальные результаты, соответствующие разным значениям её усилий. Разумеется, все рассуждение предполагает, что справедлива таблица 2.1.

Если вы располагаете

(млн. песо)




И вы получите оптимальную прибыль

(в млн. песо)

1
1
0
0
0
0,28

2
1
1
0
0
0,53

3
1
1
0
1
0,73

4
3 или

2
1

1
0

0
0

1
0,90

5
3
1
0
1
1,10

6
3
2
0
1
1,26

7
3
2
1
1
1,41

8
3
3
1
1
1,55

9
4 или

3
3

3
1

1
1

2
1,68

10
4
3
1
2
1,81

Небольшой пример, который мы только что изложили, ставил своей целью 

преимущественно показать комбинаторный характер задачи о капиталовложениях. В самом деле, в чем кроется трудность выбора? Лишь в том, что надо исследовать огромное число решений. Если хотят принять в рассмотрение по отдельности все возможности, соответствующие вложениям в 0, 1, 2, … , 10 млн., то необходимо вычислить 1001 решение. Мы предоставляем читателю поупражняться, исходя из графики на рис. 1. На бумаге и тем более с помощью настольной вычислительной машины за несколько дней или несколько часов можно вычислить все возможные решения. Но в некоторых задачах, как, например, планирование изготовления и выпуска определенного вида продукции, планы перевозок, где участвуют десятки и сотни переменных, понадобилось бы перечислить и оценить астрономическое число решений (записываемое посредством десятков цифр!). Отсюда возникает необходимость знать методику вычислений, или, как говорят математики, алгорифм.

Перейдем к объяснению и обобщению алгорифма, который был использован выше.

Прежде всего отметим, что при А = 10 максимальная прибыль, как мы уже видели, составляет 1,81 млн. песо, тогда как минимальная (которую нетрудно подсчитать!) составляет 0,6 млн. песо. Разница между наилучшим и наихудшим решениями равна 1,2 млн. песо; интуиция, несомненно, может позволить нам выбрать решение, близкое к наилучшему, но без всякой уверенности в этом. Сверх того, значительный произвол заключен в том, что мы ограничили расчеты целыми числами миллионов (песо); надлежало бы выбрать более мелкие единицы, но это сделало бы способ перебора совершенно невыполнимым практически.
[image: image1.wmf]Î


Рис. 1

Предлагаемый алгорифм заимствован из работ американского математика Ричарда Беллмана; он называется динамическим программированием. Мы дадим здесь лишь беглый очерк.
Пусть дано n функций (с неотрицательными значениями) 

f1 (x), где x 
[image: image25.wmf]FindResult
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 d1; f2(x), где x 
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 d2; …; fn(x), где x 
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 dn.

Попробуем определить максимум (или минимум) функции

F( x1, x2,…xn) = f1(x1)+f2(x2)+…+fn(xn),

причем на переменные x1, x2, … , xn наложена система ограничений, при которых, как мы будем предполагать, максимум (или минимум) F существует. 


В задаче, которую мы исследовали выше, эта система ограничений сводиться к уравнению 




x1 + x2 + … + xn = A. 

(1)


Тогда для того, чтобы найти 



F(A) = max [f1(x1)+f2(x2)+…+fn(xn)],




   x1,x2,…,xn




     x1+x2+…+xn=A

Мы выполняем следующие этапы, или шаги. Пусть
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F1,2(A) = max [f1(x)+f2(A-x)],



x
[image: image4.wmf]Î

d1

F1,2,3(A) = max [f1,2(x)+f3(A-x)],



x
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d2

………………………………….


F1,2,…,(n-1)(A) = max [f1,2,…n-2(x)+fn-1(A-x)],

(2)




   x
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dn-1

F(A) = max [f1,2,…n-1(x)+fn(A-x)],



x
[image: image7.wmf]Î

dn
Таким образом вычисляется максимум f1+f2 для всех рассматриваемых x1 и x2 таких что 






x1+x2 = A.


Так получают функцию F1,2(A). Затем вычисляется максимум F1,2 и f3 для различных испытуемых значений x1, x2 и x3, таких, что 

x1+x2+x3 = A.

Так получают функцию F1,2,3(A) и так далее.


В обсуждающейся задаче и в математическом описании, изложенном выше, природа ограничений – а в действительности единственного ограничения (1) – позволяет при последовательной оптимизации действовать в произвольном порядке; далеко не всякая задача обладает, как можно подозревать, этим свойством. Очень часто природа ограничений диктует необходимость действовать в одном или нескольких частных порядках и запрещает другие. Говорят, что задача последовательных решений сильно упорядочена, если действовать можно лишь в одном порядке или ему обратном. Если же, сверх того, можно действовать лишь в одном направлении, тогда говорят, что задача сильно упорядочена и сильно ориентирована; последнее особенно важно, когда рассматриваются состояния (положения), определяемые посредством случайной величины. Можно еще мыслить себе пошаговую оптимизацию по двум или даже больше переменным одновременно, но интерес к динамическому программированию быстро утрачивается из-за проистекающих в результате этого усложнений. 


Формулы (2) можно обобщить на тот случай, когда на каждой фазе оптимизации рассматривается не одна переменная, а совокупность переменных, или вектор состояния. Именно так, например, можно разыскивать в каждый данный момент оптимум для экономической системы, где участвуют многочисленные взаимосвязи между производством и потреблением, причем можно принимать решения относительно вектора состояния или какого-нибудь другого вектора, от которого он зависит; шаг за шагом удаляясь в будущее или – в зависимости от природы задачи – возвращаясь во времени назад, вычисляют оптимум относительно рассматриваемого экономического горизонта.

3. Решение задачи

Начальная матрица, в которой отображены зоны и проведено изучение состояния рынка и найдены кривые математического ожидания прибыли как функции полных капиталовложений (складские помещения, магазины, торговые уполномоченные, реклама и т. д.)
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X – суммарный вклад

x1 – вложение капитала в одну из зон 

 Функция, вычисляющая сумму прибыли от вложения X млн. песо
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Пример:

Суммарный вклад – 10 млн.

Вклад в первую зону – 5 млн.

Таким образом вклад во вторую зону составляет – 10-5=5 млн.

Итак имеем прибыль 1.65 от вклада в первую и вторую торговые зоны  по 5 млн песо.
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Функция, вычисляющая максимум прибыли при вложениях от 1 млн. песо до 10 млн. песо.
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Здесь в функции F12max переменная j отвечает за общий вклад в торговые зоны, который может составлять от 1 до 10 млн. песо.

В данном примере мы найдём максимальную прибыль при вкладе 10 млн. песо в первую и вторую зоны. 
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Таким образом, мы получили максимальную прибыль равную 1.68 при вложении 7 млн. песо в первую зону и 3 млн. песо во вторую зону.

Данная функция находит максимум при вложениях от 0 до 10 млн., где F – массив, составленный из максимумов прибыли при вложении различных сумм денег от 0 до 10 млн. песо.
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f12 (A) — оптимальное распределение, когда A  млн. вкладываются в I и II зоны вместе;
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f123(A) —оптимальное,  распределение когда А млн. вкладываются в I и II ,III зоны вместе;
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f1234(A) — оптимальное,  распределение когда А млн. вкладываются в I и II ,III и IV зоны вместе;
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Функция создаёт матрицу, которая  показывает  оптимальные распределения капиталовложения
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Функция, показывающая в каких пропорциях и в какую зону нужно вложить наш капитал с целью получения максимального дохода 
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Таким образом, чтобы получить максимальную прибыль нужно вложить в первую зону 4 млн. песо, во вторую 3 млн. песо, в третью  1 млн. песо, в четвёртую 2 млн. песо.

Максимальная прибыль составляет 1.81

4. Заключение
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