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Введение

Проникновение математики  в экономическую науку связано с преодолением значительных трудностей. В этом отчасти была "повинна" математика,  развивающаяся на протяжении нескольких веков в основном в связи с потребностями физики  и  техники.  Но главные причины  лежат  все же в природе экономических процессов, в специфике экономической науки.

Большинство объектов, изучаемых экономической наукой, может быть  охарактеризовано  кибернетическим  понятием  сложная система.

Наиболее распространено понимание системы как совокупности элементов, находящихся во взаимодействии и образующих некоторую целостность,  единство.  Важным  качеством любой системы является эмерджентность - наличие таких  свойств,  которые  не присущи ни  одному из элементов,  входящих в систему.  Поэтому при изучении систем недостаточно пользоваться методом их расчленения на  элементы  с последующим изучением этих элементов в отдельности. Одна из трудностей экономических исследований - в том, что почти  не существует экономических объектов, которые можно было бы рассматривать как  отдельные  (внесистемные) элементы.

Сложность системы определяется количеством входящих в нее элементов, связями между этими элементами, а также взаимоотношениями между  системой  и  средой.  Экономика страны обладает всеми признаками очень сложной системы.  Она объединяет огромное число элементов,  отличается многообразием внутренних связей и связей с другими системами (природная  среда,  экономика других стран  и  т.д.).  В  народном хозяйстве взаимодействуют природные, технологические, социальные процессы, объективные и субъективные факторы.

Сложность экономики иногда рассматривалась как  обоснование невозможности ее моделирования,  изучения средствами математики. Но такая точка зрения в принципе неверна. Моделировать можно объект любой природы и любой сложности.  И как раз сложные объекты представляют наибольший интерес для моделирования; именно здесь  моделирование  может  дать  результаты,  которые нельзя получить другими способами исследования.

Потенциальная возможность  математического  моделирования любых экономических объектов и процессов не означает,  разумеется, ее успешной осуществимости при данном уровне экономических и математических знаний, имеющейся конкретной информации и вычислительной технике.  И хотя нельзя указать абсолютные границы математической  формализуемости  экономических   проблем, всегда будут  существовать  еще неформализованные проблемы, а также ситуации,  где математическое моделирование недостаточно эффективно.
Из истории линейного программирования

Каждый человек ежедневно, не всегда осознавая это решает проблему: как получить наибольший эффект, обладая ограниченными средствами.

Наши средства и ресурсы всегда ограничены. Жизнь была бы менее интересной , если бы это было не так. Не трудно выиграть сражение, имея армию в 10 раз большую, чем у противника; Ганнибалу, чтобы разбить римлян при Каннах, командуя вдвое меньшей армией, нужно было действовать очень обдуманно.

Чтобы достичь наибольшего эффекта, имея ограниченные средства, надо составить план, или программу действий. Раньше план в таких случаях составлялся «на глазок» (теперь, впрочем, зачастую тоже). В середине XX века был создан специальный математический аппарат, помогающий это делать «по науке». Соответствующий раздел математики называется математическим программированием. Слово «программирование» здесь и в аналогичных терминах («линейное программирование, динамическое программирование» и т.п.) обязано отчасти историческому недоразумению, отчасти неточному переводу с английского. По-русски лучше было бы употребить слово «планирование». С программированием для ЭВМ математическое программирование имеет лишь то общее, что большинство возникающих на практике задач математического программирования слишком громоздки для ручного счета, решить их можно только с помощью ЭВМ, предварительно составив программу.

Временем рождения линейного программирования принято считать 1939г., когда была напечатана брошюра Леонида Витальевича Канторовича «Математические методы организации и планирования производства». Поскольку методы, изложенные Л.В.Канторовичем, были мало пригодны для ручного счета, а быстродействующих вычислительных машин в то время не существовало, работа Л.В.Канторовича осталась почти не замеченной.

Свое второе рождение линейное программирование получило в начале пятидесятых годов с появлением ЭВМ. Тогда началось всеобщее увлечение линейным программированием, вызвавшее в свою очередь развитие других разделов математического программирования. В 1975 году академик Л.В.Канторович и американец профессор Т.Купманс получили Нобелевскую премию по экономическим наукам за «вклад в разработку теории и оптимального использования ресурсов в экономике».

Эти премии получили свое название в честь их учредителя – известного химика и изобретателя Альфреда Нобеля, они должны были присуждаться за научные открытия в области физики, химии, физиологии или медицины, за литературные произведения, «отражающие человеческие идеалы», а так же тем, кто «внесет весомый вклад в сплочение народов, уничтожение рабства, снижение численности существующих армий и содействие мирной договоренности». Математикам премия не предназначалась. Однако в 1969 году Шведский банк по случаю 300-летия со дня своего образования учредил премию памяти А.Нобеля – по экономическим наукам. Она то и была присуждена в 1975 году Л.В.Канторовичу и Т.Купмансу  за создание новой математической науки (получившей название линейного программирования) и применение этой теории в экономике.

В автобиографии, представленной в Нобелевский комитет, Леонид Витальевич Канторович рассказывает о событиях, случившихся в 1939 году. К нему, 26-летнему профессору-математику, обратились за консультацией сотрудники лаборатории планерного треста, которым нужно было решить задачу о наиболее выгодном распределении материала между станками. Эта задача сводилась к нахождению максимума линейной функции, заданной на многограннике. Максимум такой функции достигался в вершине, однако число вершин в этой задаче достигало миллиарда… Поэтому простой перебор вершин не годился. Леонид Витальевич писал: «оказалось, что эта задача не является случайной. Я обнаружил большое число разнообразных по содержанию задач, имеющих аналогичный математический характер: наилучшее использование посевных площадей, выбор загрузки оборудования, рациональный раскрой материала, распределение транспортных грузопотоков… Это настойчиво побудило меня к поиску эффективного метода их решения». И уже летом 1939 года была сдана в набор книга Л.В.Канторовича «Математические методы организации и планирования производства», в которой закладывались основания того, что ныне называется математической экономикой.

Но вернемся в 1939 год. Говорят, что истина рождается ересью и увы, так случилось и с идеями Л.В.Канторовича в области экономики. Они не встретили понимания в момент их зарождения, были объявлены ересью, и его работа была прервана.

Концепции Леонида Витальевича вскоре после войны были переоткрыты на западе. Американский экономист Т.Купманс в течении многих лет привлекал внимание математиков к ряду задач, связанных с военной тематикой. Он активно способствовал тому, чтобы был организован математический коллектив для разработки этих проблем. В итоге было осознано, что надо научиться решать задачи о нахождении экстремумов линейных функций на многогранниках, задаваемых линейными неравенствами. По предложению Купманса этот раздел математики получил название линейного программирования.

Американский математик А.Данциг в 1947 году разработал  весьма эффективный конкретный метод численного решения задач линейного программирования (он получил название симплекс метода). Идеи линейного программирования в течении пяти шести лет получили грандиозное распространение в мире, и имена Купманса и Данцига стали повсюду широко известны.

Примерно в это время Купманс узнал, что еще до войны в далекой России уже было сделано нечто похожее на разработку начал линейного программирования. Как легко было бы Данцигу и Купмансу проигнорировать эту информацию! Маленькая книжица, изданная ничтожным тиражом, обращенная даже не а экономистам, а к организаторам производства, с минимумом математики, без четко описанных алгоритмов, без доказательств теорем – словом, стоит ли принимать такую книжку во внимание… Но Купманс настаивает на переводе и издании на западе книги Канторовича. Его имя и идеи становятся известны всем. Воздадим должное благородству американского ученого!

А самому Леониду Витальевичу – как естественно было бы ему, испытав первые грозные удары ретроградов, остеречься от «грехов» молодости, забыть про всю эту экономику и вернуться к математике. Но Л.В.Канторович продолжает писать математические работы, навеянные экономическими идеями, участвует и в конкретных разработках на производстве. При этом (одновременно с Данцигом, но не зная его работ) он разрабатывает метод, позже названный симплекс-методом. Как только в 50-е годы образуется маленький просвет и кое что из запретного становится  возможным, он организует  группу студентов на экономическом факультете ЛГУ для обучения методам оптимального планирования. А начиная с 1960 года Леонид Витальевич занимается только экономической и связанной с нею математической проблемами. Его вклад в этой области был отмечен Ленинской премией в 1965 году (присуждена ему совместно с В.С.Немчиновым и В.В.Новожиловым) и, как уже говорилось, Нобелевской премией в 1975 году.

Экономическая постановка задачи

За основу взята конкретная задача из использованной литературы.

Цеху, располагающему  тремя видами металлорежущего оборудования, планируется изготовить в течении определенного периода времени два изделия, причем первое изделие комплектуется на двух деталях А1 и А2, которые должны изготовляться в соответствии 2:1.

Второе изделие также комплектуется на двух деталях А3 и А4, которые изготовляются соответственно в соотношении 4:1

Эффективные фонды времени работы оборудования и нормы штучно-калькуляционного времени, требуемые на изготовление каждой детали на соответствующем оборудовании, приведены в таблице 2.1:

Таблица 2.1
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	Детали
	

	Группы 

оборудования
	А1
	А2
	А3
	А4
	Эффективный фонд времени

	
	Нормы трудоемкости
	

	I
	1.2
	1.8
	2.4
	0
	768

	II
	2.4
	0
	1.2
	2.4
	600

	III
	0
	1.2
	1.2
	1.2
	480


Определить производственную программу выпуска деталей А1, А2, А3, А4 при обеспечении заданной комплектности, а также максимально возможную загрузку наличных производственных мощностей.

Математическая постановка задачи

Общая модель:
m(i=1,2..m) - группы оборудования на цехе.

Ai - ресурсы по i-ой группе оборудования.

n(j=1,2..n) - виды деталей.

ai,j - нормы трудоемкости затраченных на i-м виде оборудования на        изготовление единицы j-го вида продукции.

Xj - выпуск продукции j-го вида в оптимальном плане.

Kr - Соотношение деталей в изделии.
Система ограничений:
1.  Ресурсные ограничения:

  n
 a i j  * x j     A i            (i=1,2,..,m)

j=1

2.  Реальность плана выпуска:
Xj 0
3.  Ограничение по комплектности:



Xk         Kl              (k=1,2,…,l);   (r=1,2,….,p)

                    Xr         Kp
Целевой функционал:




    n

Fmax  = Xj



   j=1

Выбор метода реализации модели. Обоснование метода

Симплекс метод - универсальный метод для решения линейной системы уравнений или неравенств и линейного функционала. 

Для привидения системы ограничений неравенств к каноническому виду, необходимо в системе ограничений выделить единичный базис.

I.  Ограничения вида  «»- ресурсные ограничения. Справа находится то что мы используем на производстве, слева - то что получаем. При таких ограничения вводят дополнительные переменные с коэффициентом «+1», образующие единичный базис. В целевую функцию эти переменные войдут с коэффициентом «0».

II.  Ограничения вида «=». Часто бывает, что несмотря на то что ограничения имеют вид равенства, единичный базис не выделяется или трудно выделяется. В этом случае вводятся искусственные переменные для создания единичного базиса - Yi. В систему ограничений они входят с коэффициентом «1» , а в целевую функцию с коэффициентом «M», стремящимся к бесконечности (при Fmin - «+M», при Fmax - «-M»).
III.  Ограничения вида «» - Плановые ограничения. Дополнительные переменные (X), несущие определенный экономический смысл - перерасход ресурсов или перевыполнение плана, перепроизводство, добавляются с коэффициентом «-1», в целевую функцию - с коэффициентом «0». А искусственные переменные (Y) как в предыдущем случае.

Алгоритм симплекс метода.

Пусть система приведена к каноническому виду. 

X1+ 



q1,m+1 Xm+1 + …. + q1,m+n Xm+n = h1
X2+


q1,m+1 Xm+1 + …. + q1,m+n Xm+n = h1
X3+

q1,m+1 Xm+1 + …. + q1,m+n Xm+n = h1
……………………………………………………………….

Xm+  qm,m+1 Xm+1 + …. + qm,m+n Xm+n =hm
В ней m базисных переменных, k свободных переменных. m+k=n - всего переменных.
Fmin= C1X1+ C2X2+ C3X3+....+ CnXn
Все hi должны быть больше либо равны нулю, где i=1,2...m. На первом шаге в качестве допустимого решения принимаем все Xj=0 (j=m+1,m+2,...,m+k). При этом все базисные переменные Xi=Hi.
Для дальнейших рассуждений вычислений будем пользоваться первой симплекс таблицей (таблица 3.1).

Таблица 3.1.

Симплекс таблица.

	C
	Б
	H
	C1
	C2
	…
	Cm
	Cm+1
	…
	Cm+k

	
	
	
	X1
	X2
	…
	Xm
	Xm+1
	…
	Xm+k

	    C1

C2

C3

:

:

Cm
	X1

X2

X3

:

:

Xm
	h1

h2

h3

:

:

hm
	1

0

0

:

:

0
	0

1

0

:

:

0
	:

:

:

:

:

:
	0

0

0

:

:

0
	q1,m+1

q2,m+1

q3,m+1

:

:

qm,m+1
	:

:

:

:

:

:
	q1,m+k

q2,m+k

q3,m+k

:

:

qm,m+k

	
	F=
	F0
	
	
	…
	m
	m+1
	…
	m+k


Первый столбец- коэффициенты в целевой функции при базисных переменных.

Второй столбец - базисные переменные.

Третий столбец - свободные члены (hi0).

Самая верхняя строка - коэффициенты при целевой функции.

Вторая верхняя строка - сами переменные, входящие в целевую функцию и в систему ограничений.


Основное поле симплекс метода - система коэффициентов из уравнения.


Последняя строка - служит для того, чтобы ответить на вопрос: «оптимален план или нет».


Для первой итерации F0= ci*hi.

m - оценки они рассчитываются по формуле:

j =  ciqij-cj.


Индексная строка позволяет нам судить об оптимальности плана:

1.  При отыскании Fmin в индексной строке должны быть отрицательные и нулевые оценки.

2.  При отыскании Fmax в индексной строке должны быть нулевые и положительные оценки.

Переход ко второй итерации:


Для этого отыскиваем ключевой (главный) столбец и ключевую (главную) строку.


Ключевым столбцом является тот в котором находится наибольший положительный элемент индексной строки при отыскании Fmin или наименьший отрицательный элемент при отыскании Fmax.

Ключевой строкой называется та, в которой содержится наименьшее положительное частное от деления элементов столбца H на соответствующие элементы ключевого столбца.

На пересечении строки и столбца находится разрешающий элемент.

На этом этапе осуществляется к переходу к последующим итерациям.

Переход к итерациям:

1.  Выводится базис ключевой строки, уступая место переменной из ключевого столбца со своим коэффициентом.

2.  Заполняется строка вновь введенного базиса путем деления соответствующих элементов выделенной строки предыдущей итерации на разрешающий элемент.
3.  Если в главной строке содержится нулевой элемент, то столбец, в котором находиться этот элемент переноситься в последующую итерацию без изменения.
4.  Если в главном столбце имеется нулевой элемент, то строка, в которой он находиться переноситься без изменения в последующую итерацию.
5.  Остальные элементы переносятся по формуле:


Решение задачи 

Для нашей конкретной задачи ресурсные ограничения имеют вид:

 1.2X1
+  1.8X2   + 2.4X3     768





 2.4X1
+  
 1.2X3 + 2.4X4
 600







 1.2X2   + 1.2X3  + 1.2X4
 480

Ограничения по комплектности:

	A1     2

A2     1

A1 = 2A2
	A3      4

A4      1

A3 = 4A4


Отсюда составляем систему уравнений:


X1
-      2X2



= 0









    
               X3  -    4X4
= 0








Итак, система ограничений задачи состоит из 5 уравнений и целевой функции:

Fmax = X1+X2+X3+X4

Приводим систему к каноническому виду:

1.2X1
+  1.8X2   + 2.4X3    
    +X5



 768



2.4X1
+  
          1.2X3 + 2.4X4
   +X6



 600





    
    1.2X2   + 1.2X3  + 1.2X4

+X7


 480 


     X1
-      2X2





+Y1

= 0





    
               X3  -    4X4



+Y2
= 0




Приводим целевую функцию к каноническому виду:

Fmax = X1+X2+X3+X4 + 0X5+0X6+0X7-My1-My2

Так как введены искусственные переменные – исследуем на минимум.

Fmin = -X1-X2-X3-X4 - 0X5-0X6-0X7+My1+My2
Таблица 7.1
Симплекс таблица
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Индексная строка при исследовании на минимум не содержит положительных элементов, значит, получено оптимальное решение:


Fmax = - Fmin = 410 – максимально возможный выпуск продукции (шт).
X1 =   29, 08 – Детали А1 (шт). 


X2 =   14, 54 – Детали А2 (шт).

X3 = 294, 52 – Детали А3 (шт).

X4 =   73, 63 – Детали А4 (шт).

X7 =   20, 72 – Недостающие ресурсы (станко-часы).

Анализ полученных результатов


Решая задачу симплекс-методом мы получили:


Детали A1 так относятся к деталям A2, как 2:1, т.е. деталей A1 – 30 штук, а деталей A2 – 15 штук. Соотношение, поставленное условием задачи, выполнено.


Соотношение между деталями A3 и A4 тоже выполнено. Детали A3 должны относиться к деталям A4 как 4:1. Это верно, так как деталей A3 – 292 штуки, а деталей A4 – 73 штуки.

Но на третьей группе оборудования идет недоиспользование ресурсов на 20 станко-часов.

Максимально возможная загрузка имеющегося оборудования – 410 деталей.

 
При решении с помощью компьютера получились более точные результаты, которые приблизительно равны ручным.

Алгоритм симплекс-метода 
(для задач по минимизации).
1)  систему ограничений и целевую функцию задач линейного программирования приводим к симплексной форме;
2)  составим симплекс-матрицу из коэффициентов системы и целевой функции в симплексной форме;
3)  проверка матрицы на выполнение критерия оптимальности; если он выполняется, то решение закончено;
4)  при невыполнении критерия оптимальности проверяем выполнение критерия отсутствия оптимальности; в случае выполнения последнего решение закончено - нет оптимального плана;
5)  в случае невыполнения обоих критериев находим разрешающий элемент для перехода к следующей матрице, для чего:

    а) выбираем разрешающий столбец по наибольшему из положительных элементов целевой строки;
    б) выбираем разрешающую строку по критерию выбора разрешающего элемента; на их пересечении находится разрешающий элемент;

6)  c помощью разрешающего элемента и симплекс-преобразований переходим к следующей матрице;
7)  вновь полученную симплекс-матрицу снова проверяем.

Через конечное число шагов, как правило, получаем оптимальный план задачи линейного программирования или его отсутствие.
Заключение

В курсовой работе были рассмотрены следующие вопросы:

· Рассмотрен и дан алгоритм симплекс метода.

· Написана программа для решения данной и многих других задач.

В вычислительной схеме симплекс-метода реализуется упорядоченный процесс, при котором, начиная с некоторой  исходной допустимой угловой точки (обычно начало координат), осуществляются последовательные переходы от одной допустимой экстремальной точки к другой до тех пор, пока не будет найдена точка, соответствующая оптимальному решению. 
Использование линейного программирования и симплекс-метод используются во многих сферах: экономике (построение моделей: экономических, математических; правильное распределение финансовых средств и др.); военном деле (наиболее распространенными направлениями использования линейного программирования в военном деле являются:

· задача о перевозках (транспортная задача);
· задача на распределение сил и средств (распределение сил и средств поражения по целям, распределение сил и средств разведки и др.)).
Решение задач линейного программирования – это достаточно трудоемкий процесс, особенно при большом числе переменных и ограничений. Поэтому решать такие задачи целесообразно с применением ЭВМ. Табличный симплекс-метод хорошо приспособлен для программирования и машинного счета.

Существуют программные реализации симплекс-метода. В настоящее время появились интегрированные математические программные системы для научно-технических расчетов: Eureka, PC MatLAB, MathCAD, Mathematica и др.
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