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ВВЕДЕНИЕ.

В последние годы в прикладной математике большое внимание уделяется новому классу задач оптимизации, заключающихся в нахождении в заданной области точек наибольшего или наименьшего значения некоторой функции, зависящей от большого числа переменных. Это так называемые задачи математического программирования,  возникающие в самых разнообразных областях человеческой деятельности  и прежде всего в экономических исследованиях, в практике планирования и организации производства. Изучение этого круга задач и методов их решения привело к созданию новой научной дисциплины, получившей позднее название линейного программирования. В конце 40-х годов американским математиком Дж. Данцигом был разработан эффективный метод решения данного класса задач – симплекс-метод. К задачам, решаемых этим методом в рамках математического программирования относятся такие типичные экономические задачи как «Определение наилучшего состава смеси», «Задача об оптимальном плане выпуска продукции», «Оптимизация межотраслевых потоков», « Задача о выборе производственной программы», «Транспортная задача», «Задача размещения», «Модель Неймана расширяющейся экономики» и другие. Решение таких задач дает большие выгоды как народному хозяйству в целом, так и отдельным его отраслям. 

Решение задач математического программирования при помощи симплекс-метода традиционными способами требует затрат большого количества времени. В связи с бурным развитием компьютерной техники в последние десятилетия естественно было ожидать что вычислительная мощность современных ЭВМ будет применена для решения указанного круга задач.   

КРАТКАЯ ИСТОРИЯ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
Каждый человек ежедневно, не всегда осознавая это решает проблему: как получить наибольший эффект, обладая ограниченными средствами.

Наши средства и ресурсы всегда ограничены. Жизнь была бы менее интересной , если бы это было не так. Не трудно выиграть сражение, имея армию в 10 раз большую, чем у противника; Ганнибалу, чтобы разбить римлян при Каннах, командуя вдвое меньшей армией, нужно было действовать очень обдуманно.

Чтобы достичь наибольшего эффекта, имея ограниченные средства, надо составить план, или программу действий. Раньше план в таких случаях составлялся «на глазок» (теперь, впрочем, зачастую тоже). В середине XX века был создан специальный математический аппарат, помогающий это делать «по науке». Соответствующий раздел математики называется математическим программированием. Слово «программирование» здесь и в аналогичных терминах («линейное программирование, динамическое программирование» и т.п.) обязано отчасти историческому недоразумению, отчасти неточному переводу с английского. По-русски лучше было бы употребить слово «планирование». С программированием для ЭВМ математическое программирование имеет лишь то общее, что большинство возникающих на практике задач математического программирования слишком громоздки для ручного счета, решить их можно только с помощью ЭВМ, предварительно составив программу.

Временем рождения линейного программирования принято считать 1939г., когда была напечатана брошюра Леонида Витальевича Канторовича «Математические методы организации и планирования производства». Поскольку методы, изложенные Л.В.Канторовичем, были мало пригодны для ручного счета, а быстродействующих вычислительных машин в то время не существовало, работа Л.В.Канторовича осталась почти не замеченной.

Свое второе рождение линейное программирование получило в начале пятидесятых годов с появлением ЭВМ. Тогда началось всеобщее увлечение линейным программированием, вызвавшее в свою очередь развитие других разделов математического программирования. В 1975 году академик Л.В.Канторович и американец профессор Т.Купманс получили Нобелевскую премию по экономическим наукам за «вклад в разработку теории и оптимального использования ресурсов в экономике».

Эти премии получили свое название в честь их учредителя – известного химика и изобретателя Альфреда Нобеля, они должны были присуждаться за научные открытия в области физики, химии, физиологии или медицины, за литературные произведения, «отражающие человеческие идеалы», а так же тем, кто «внесет весомый вклад в сплочение народов, уничтожение рабства, снижение численности существующих армий и содействие мирной договоренности». Математикам премия не предназначалась. Однако в 1969 году Шведский банк по случаю 300-летия со дня своего образования учредил премию памяти А.Нобеля – по экономическим наукам. Она то и была присуждена в 1975 году Л.В.Канторовичу и Т.Купмансу  за создание новой математической науки (получившей название линейного программирования) и применение этой теории в экономике.

В автобиографии, представленной в Нобелевский комитет, Леонид Витальевич Канторович рассказывает о событиях, случившихся в 1939 году. К нему, 26-летнему профессору-математику, обратились за консультацией сотрудники лаборатории планерного треста, которым нужно было решить задачу о наиболее выгодном распределении материала между станками. Эта задача сводилась к нахождению максимума линейной функции, заданной на многограннике. Максимум такой функции достигался в вершине, однако число вершин в этой задаче достигало миллиарда… Поэтому простой перебор вершин не годился. Леонид Витальевич писал: «оказалось, что эта задача не является случайной. Я обнаружил большое число разнообразных по содержанию задач, имеющих аналогичный математический характер: наилучшее использование посевных площадей, выбор загрузки оборудования, рациональный раскрой материала, распределение транспортных грузопотоков… Это настойчиво побудило меня к поиску эффективного метода их решения». И уже летом 1939 года была сдана в набор книга Л.В.Канторовича «Математические методы организации и планирования производства», в которой закладывались основания того, что ныне называется математической экономикой.

Но вернемся в 1939 год. Говорят, что истина рождается ересью и увы, так случилось и с идеями Л.В.Канторовича в области экономики. Они не встретили понимания в момент их зарождения, были объявлены ересью, и его работа была прервана.

Концепции Леонида Витальевича вскоре после войны были переоткрыты на западе. Американский экономист Т.Купманс в течении многих лет привлекал внимание математиков к ряду задач, связанных с военной тематикой. Он активно способствовал тому, чтобы был организован математический коллектив для разработки этих проблем. В итоге было осознано, что надо научиться решать задачи о нахождении экстремумов линейных функций на многогранниках, задаваемых линейными неравенствами. По предложению Купманса этот раздел математики получил название линейного программирования.

Американский математик А.Данциг в 1947 году разработал  весьма эффективный конкретный метод численного решения задач линейного программирования (он получил название симплекс метода). Идеи линейного программирования в течении пяти шести лет получили грандиозное распространение в мире, и имена Купманса и Данцига стали повсюду широко известны.

Примерно в это время Купманс узнал, что еще до войны в далекой России уже было сделано нечто похожее на разработку начал линейного программирования. Как легко было бы Данцигу и Купмансу проигнорировать эту информацию! Маленькая книжица, изданная ничтожным тиражом, обращенная даже не а экономистам, а к организаторам производства, с минимумом математики, без четко описанных алгоритмов, без доказательств теорем – словом, стоит ли принимать такую книжку во внимание… Но Купманс настаивает на переводе и издании на западе книги Канторовича. Его имя и идеи становятся известны всем. Воздадим должное благородству американского ученого!

А самому Леониду Витальевичу – как естественно было бы ему, испытав первые грозные удары ретроградов, остеречься от «грехов» молодости, забыть про всю эту экономику и вернуться к математике. Но Л.В.Канторович продолжает писать математические работы, навеянные экономическими идеями, участвует и в конкретных разработках на производстве. При этом (одновременно с Данцигом, но не зная его работ) он разрабатывает метод, позже названный симплекс-методом. Как только в 50-е годы образуется маленький просвет и кое что из запретного становится  возможным, он организует  группу студентов на экономическом факультете ЛГУ для обучения методам оптимального планирования. А начиная с 1960 года Леонид Витальевич занимается только экономической и связанной с нею математической проблемами. Его вклад в этой области был отмечен Ленинской премией в 1965 году (присуждена ему совместно с В.С.Немчиновым и В.В.Новожиловым) и, как уже говорилось, Нобелевской премией в 1975 году.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ.

Задача линейного программирования (ЛП) возникает из необходимости оптимально использовать имеющиеся ресурсы. Это задачи, связанные с целеобразованием и анализом целей и функций; задачи разработки или совершенствования структур                (производственных структур предприятий, организованных структур объединений); задачи проектирования ( проектирование сложных –робототехнических комплексов, гибких производственных систем).

В качестве конкретных примеров задач, которые относятся к области линейного программирования, можно назвать задачу об использовании сырья, задачу об использовании мощностей, задачу на составление оптимальной производственной программы.

Рассмотрим задачу из экономической области на составление оптимальной производственной программы [1]. Для изготовления двух видов продукции Р1, Р2 используется три вида сырья S1, S2, S3. Запасы сырья, количество единиц сырья, затраченных на изготовление единицы продукции, а также величина прибыли, получаемая от реализации единицы продукции, приведены в таблице1.

Таблица 1

	Вид сырья
	Запас сырья, Т
	Затраты сырья на единицу продукции

	
	
	Р1
	Р2

	S1
	9
	1
	1

	S2
	3
	0,5
	1

	S3
	3
	1
	0,5

	Прибыль от единицы продукции,

денежных единиц
	1
	2


Составить оптимальную производственную программу, т.е. такой план выпуска продукции, чтобы при ее реализации можно было получить максимальную прибыль.

Математически эта задача формулируется следующим образом.

Переменные.

Так как нужно определить объем производства каждого вида продукции, переменными в модели являются:

x1 – объем производства продукции Р1

х2 – объем производства продукции Р2

Целевая функция. Конечную цель задачи- получение максимальной прибыли при реализации продукции – выразим как функцию 2-х переменных х1 и х2.
Суммарная прибыль
Z = x1 + 2 x2

Ограничения.

При решении рассматриваемой задачи должны быть учтены ограничения на расход сырья.

х1 + х2 ( 9

(для вида S1),

0,5 х1 + х2 ( 3
(для вида S2),

х1 + 0,5 х2 ( 3
(для вида S3).

Добавим ограничения на неотрицательность значений объемов производства продукции

х1 ( 0, х2 ( 0.

Итак, математическая модель формулируется следующим образом.

Определить объемы производства х1, х2 продукции вида р1 и р2 в тоннах, при которых достигается максимум целевой функции

Z = х1 + 2 х2

при
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Таким образом, задача ЛП заключается в отыскании вектора (х1, х2,…,хJ,…,хn), максимизирующего линейную целевую функцию

Z= с1х1+с2х2+…+сjхj+…+сnхn,                               (1)

при следующих линейных ограничениях

[image: image82.wmf]опт

3

X

X

~

=

(11х1 + (12 х2 + …+(1n xn ( b1

(21х1 + (22 х2 + …+(2n xn ( b2

. . .


                        (2)

(m1х1 + (m2 х2 + …+(mn xn ( bm
x1 (0, x2 (0,. . .,xn (0.                                         (3)

Запись задачи ЛП в виде (1)-(3) называется нормальной формой задачи.

Эту же задачу ЛП можно представить в векторно-матричной записи:

CX ( max

AX ( B, x ( 0,  где C = (c1, c2,…,cn), 
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 – матрица коэффициентов,

С - вектор коэффициентов целевой функции.

Область 
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 называется областью допустимых значений (ОДЗ) задач линейного программирования.

Соотношения (2), (3) называются системами ограничений задачи ЛП.

Так как 
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, то можно ограничиться изучением задачи одного типа.

Решением задачи ЛП называется вектор, удовлетворяющий системе ограничений задачи и оптимизирующий целевую функцию.

Другая форма представления задачи ЛП – каноническая. Она имеет вид:

CX ( max

AX = B, X ( 0.

Наряду с задачей ЛП в нормальной форме (1)-(3) рассмотрим задачу

BU ( min                                             (4)

ATU ( C, U ( 0,                                         (5)

где 
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 - переменные двойственной задачи.

Задача (4), (5) называется двойственной по отношению к задаче (1)-(3).

2. ВЫБОР МЕТОДА РЕАЛИЗАЦИИ МОДЕЛИ. ОБОСНОВАНИЕ МЕТОДА
Симплекс метод - универсальный метод для решения линейной системы уравнений или неравенств и линейного функционала. 

Для привидения системы ограничений неравенств к каноническому виду, необходимо в системе ограничений выделить единичный базис.

I.  Ограничения вида  «»- ресурсные ограничения. Справа находится то что мы используем на производстве, слева - то что получаем. При таких ограничения вводят дополнительные переменные с коэффициентом «+1», образующие единичный базис. В целевую функцию эти переменные войдут с коэффициентом «0».

II.  Ограничения вида «=». Часто бывает, что несмотря на то что ограничения имеют вид равенства, единичный базис не выделяется или трудно выделяется. В этом случае вводятся искусственные переменные для создания единичного базиса - Yi. В систему ограничений они входят с коэффициентом «1» , а в целевую функцию с коэффициентом «M», стремящимся к бесконечности (при Fmin - «+M», при Fmax - «-M»).
III.  Ограничения вида «» - Плановые ограничения. Дополнительные переменные (X), несущие определенный экономический смысл - перерасход ресурсов или перевыполнение плана, перепроизводство, добавляются с коэффициентом «-1», в целевую функцию - с коэффициентом «0». А искусственные переменные (Y) как в предыдущем случае.

3. АЛГОРИТМ СИМПЛЕКС-МЕТОДА.

Симплекс метод является наиболее распространенным вычислительным методом, который может быть применен для решения любых задач ЛП как вручную, так и с помощью ЭВМ.

Этот метод позволяет переходить от одного допустимого решения к другому, причем так, что значения целевой функции непрерывно возрастают. В результате оптимальное решение находят за конечное число шагов. Алгоритм симплекс-метода позволяет также установить является ли задача ЛП разрешимой.

1. Рассмотрим задачу ЛП в нормальной форме (1)-(3). Сделаем допущения: В ( 0.

Введем вектор Y такой, что Y = B ‑ AX, Y(Rm, Y ( 0,

Y = (xn+1, xn+2, . . .,xn+m)T. Вектор Y называют балансовым, а xn+1, xn+2, . . .,xn+m – балансовыми переменными.

Тогда систему ограничений (2) задачи ЛП можно записать:

[image: image83.png]


(11х1 + (12 х2 + …+(1n xn +хn+1 = b1

(21х1 + (22 х2 + …+(2n xn +хn+2 = b2
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                        (6)

(m1х1 + (m2 х2 + …+(mn xn +хn+m = bm
причем xj ( 0, 
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Таким образом, задачу ЛП (1)-(3) привели от нормальной формы к канонической.

В целевую функцию балансовые переменные входят с нулевыми коэффициентами, т.е.
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 ( Rn+m.                            (8)

Итак, вместо задачи (1)-(3) будем искать решение задачи (8), (6), (7).

2. Положим j = 1. Взяв переменные х,…,хn за свободные и положив их равными нулю, а хn+1,…,хn+m – за базисные, находим первую крайнюю точку.

 EMBED Equation.3  
[image: image13.wmf]1
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= (0,…,0,b1,b2,...,bm).


   n

3. Обозначим через Аk  вектор, вектор составленный из коэффициентов при переменной хk, через СБ ‑ вектор, составленный из координат, соответствующих базисным переменным.

Вычислим симплексные разности (k в j-той крайней точке по формуле

(k = Ak CБ ‑ 
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Заполняется симплекс-таблица (таблица 2) по указанным выше правилам.

Таблица 2

	Базис
	СБ
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4. Если для j-той крайней точки все симплексные разности (k (0, 
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, то эта точка оптимальная. Конец решения.

Если есть столбец, в котором симплексная разность (k0 ( 0, а все элементы столбца (ik0 ( 0, 
[image: image27.wmf]m
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, то задача ЛП решения не имеет, т.к. целевая функция неограничена сверху.

В остальных случаях переход к пункту 5.

5. Находим k0 ‑ направляющий столбец. Выбираем столбец, в котором самая минимальная симплекс разность среди отрицательных симплекс разностей (напомним, что решаем задачу максимизации) т.е.

min (k = (k0                                            (10)

(k < 0.

Направляющая строка i0  выбирает из условия
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Итак, направляющий элемент (i0k0.

Заполняем таблицу, соответствующую новому решению.

6. Выполняем один шаг метода Гаусса, введя в базис вектор Аk0 вместо вектора Аn0, имеющего i0 – координату, равную 1. Для это используются следующие соотношения:

- новые элементы направляющей строки находятся:
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- новые элементы направляющего столбца:
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т.е. в направляющем столбце все элементы равны 0, а направляющий элемент равен 1.

- новые значения остальных элементов матрицы:
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- новые значения симплексных разностей:
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Правильность вычислений контролируется по формулам непосредственного счета:
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Получаем (j + 1) крайнюю точку. Полагая j = j + 1, переходим к пункту 4.

Построение симплекс-таблиц продолжается до тех пор, пока не будет получено оптимальное решение.

Замечание 1. Если для некоторой крайней точки 
[image: image39.wmf]0
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 для
1 ( k ( m+n, то X0 ( Rn - оптимальное решение задачи (1)-(3), причем 
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Замечание 2. Пусть в некоторой крайней точке все симплексные разности неотрицательные (k ( 0 (
[image: image41.wmf]m
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) и существует такое, что Аk0 – небазисный вектор и (k0 = 0. Тогда максимум достигается по крайней мере в двух в двух точках, т.е. имеет место альтернативный оптимум.

Замечание 3. Решение двойственной задачи находится по последней симплексной таблице. Последние m компонент вектора симплексных разностей – оптимальное решение двойственной задачи. Значение целевых функций прямой и двойственной задачи в оптимальных точках совпадают.

Замечание 4. При решении задачи минимизации в базис вводится вектор с наибольшей положительной симплексной разностью [2].

4. ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ СИМПЛЕКС-МЕТОДОМ.

Найти максимальное значение линейной функции

Z = x1 + 2x2

при ограничениях

 x1 + x2 ( 0

-x1 + x2 ( 3                                             (17)

  x1 - x2 ( 3,  x1,x2 ( 0.

Перейдем от исходной задачи к задаче с ограничениями типа равенств. Введем вектор балансовых переменных y, размерность которого равна числу неравенств в системе ограничений: y = (x3, x4, x5). Все балансовые переменные неотрицательные, в целевой функции им соответствуют коэффициенты, равные нулю. Исходную задачу преобразовали к виду
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       x1 +    x2 +    x3                      = 9

      ‑x1  +   x2            +    x4            = 3                        (18)

       x1 ‑   x2                      +   x5   =3

x1, x2, x3, x4, x5 ( 0.
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Заполняем первую симплексную таблицу.

Таблица 3
	Базис
	CБ
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Переменные x3, x4, x5 образуют базис. Свободные переменные х1, х2 выбираем равными нулю. Тогда системе ограничений задачи (18) удовлетворяет вектор
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 = (0,0,9,3,3)T (сравните значение базисных переменных с вектором В в симплексной таблице).
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Так как x3, x4, x5 – базисные переменные, то

CБ = (
[image: image54.wmf]5
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Умножая скалярно вектор CБ и А1 и вычитая из произведения 
[image: image55.wmf]1
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, находим симплексную разность (1. Аналогично, вычисляем остальные симплексные разности (k (
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) в первой крайней точке. Полученные значения записываем в последнюю строку таблицы.

Вычислим значение целевой функции в первой крайней точке:
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Так как для первой крайней точки имеются отрицательные симплексные разности, то она не является оптимальной. Ищем вторую крайнюю точку. По формуле 
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 находим переменную, вводимую в базис.
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, т.е. в базис надо ввести х2. Т.о. направляющий столбец с номером – 2.

Определим переменную, выводимую из базиса
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, т.е. i0 = 2.

Значит, направляющая строка имеет номер 2.

Обратите внимание, что отношение 
[image: image62.wmf]32
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 не принималось во внимание при нахождении значения индекса i0, так как значение коэффициента (32 < 0. Переменная, выводимая из базиса х4. Т.о. направляющий элемент (22 = 1.

Используя один шаг метода Гаусса, введем в базис переменную х2 вместо переменной х4, применяя соотношение (12)-(16). Тем самым найдем координаты второй крайней точки.

Заполняем вторую симплексную таблицу.

Таблица 4

	Базис
	CБ
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Сейчас в базисе переменные x3, x2, x5 (порядок именно такой). Свободные переменные х1=0 и х4=0. Тогда базисные переменные принимают значения x3=6, x2=3, x5=6. Вторая крайняя точка 
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=(0,3,6,0,6)Т. Вектор СБ для этой точки имеет вид:

CБ = (
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Строку симплексных разностей вычисляем по формуле:

(k = CБAk ‑ 
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(1 = ‑3, (2 = 0, (3 = 0, (4 = 2, (5 = 0.

Значение целевой функции во второй крайней точке
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Для второй крайней точки одна из симплексных разностей отрицательна, поэтому эта точка еще не является оптимальной.

Находим очередную крайнюю точку. Переменную х1 вводим в базис, так как 
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, т.е. направляющий столбец имеет номер 1.
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, т.е. i0=1, т.е. направляющая строка имеет номер 1.

Тогда переменная х3 - выводится из базиса. Направляющий элемент (11 = 2.

Осуществляя один шаг метода Гаусса, пользуясь соотношениями (12)-(16) получим третью симплексную таблицу.

Таблица 5

	Базис
	CБ
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Найдена третья крайняя точка
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(1 = (2 = (5 = 0, (3 = 
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Так как все симплексные разности неотрицательны, то третья крайняя точка является оптимальной. Значение целевой функции в оптимальной точке равно 
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Таким образом, найдено оптимальное решение задачи (18). Отбросив в векторе 
[image: image78.wmf]3
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 балансовые переменные, получим оптимальное решение исходной задачи Xопт = (3,6), Zmax = 15.

Рассмотрим геометрическую интерпретацию решения. Построим область допустимых решений задачи (17), это многоугольник ОАВСD.

Отметим найденные крайние точки. Первая точка 
[image: image79.wmf]1
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 совпадает с вершиной О; вторая – с вершиной А; третья оптимальная точка – вершина В.

Найдем решение двойственной задачи.

W = 9U1 + 3U2 + 3U3 ( min,

U1 ‑ U2 + U3 ( 1

U1 + U2 ‑ U3 ( 2

U1, U2, U3 ( 0.

Решение находим по последней симплексной таблице – последние три симплексные разности Uопт = (1,5; 0,5; 0)

Wmin = 15 [3].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В вычислительной схеме симплекс-метода реализуется упорядоченный процесс, при котором, начиная с некоторой  исходной допустимой угловой точки (обычно начало координат), осуществляются последовательные переходы от одной допустимой экстремальной точки к другой до тех пор, пока не будет найдена точка, соответствующая оптимальному решению. 
Использование линейного программирования и симплекс-метод используются во многих сферах: экономике (построение моделей: экономических, математических; правильное распределение финансовых средств и др.); военном деле (наиболее распространенными направлениями использования линейного программирования в военном деле являются:

· задача о перевозках (транспортная задача);
· задача на распределение сил и средств (распределение сил и средств поражения по целям, распределение сил и средств разведки и др.)).

Решение задач линейного программирования – это достаточно трудоемкий процесс, особенно при большом числе переменных и ограничений. Поэтому решать такие задачи целесообразно с применением ЭВМ. Табличный симплекс-метод хорошо приспособлен для программирования и машинного счета.

Существуют программные реализации симплекс-метода. В настоящее время появились интегрированные математические программные системы для научно-технических расчетов: Eureka, PC MatLAB, MathCAD, Derive Maple V, Mathematica 2, Mathematica 3 , и др.

Широкую известность и заслуженную популярность приобрели математические системы класса MathCAD, разработанные фирмой MathSoft (США). Это единственные математические системы, в которых описание математических задач дается с помощью привычных математических формул и знаков.
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