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ВВЕДЕНИЕ.

Формирование исследования операций как самостоятельной ветви прикладной математики относится к периоду 40-х и 50-х годов. Последу​ющие полтора десятилетия были отмечены широким применением полу​ченных фундаментальных теоретических результатов к разнообразным практическим задачам и связанным с этим переосмыслением потенци​альных возможностей теории. В результате исследование операций при​обрело черты классической научной дисциплины, без которой немыс​лимо базовое экономическое образование.
Обращаясь к задачам и проблемам, составляющим предмет исследо​вания операций, нельзя не вспомнить о вкладе, внесенном в их решение представителями отечественной научной школы, среди которых в пер​вую очередь должен быть назван Л. В. Канторович, ставший в 1975 г. лауреатом Нобелевской премии за свои работы по оптимальному ис​пользованию ресурсов в экономике.
Следует отметить, что не существует жесткого, устоявше​гося и общепринятого определения предмета исследования опе​раций. Часто при ответе на данный вопрос говорится, что "ис​следование операций" представляет собой комплекс научных методов для решения задач эффективного управления органи​зационными системами". 
Второе определение: Исследование операций – это научная подготовка принимаемого решения – это совокупность методов, предлагаемых для подготовки и нахождения самых эффективных или самых экономичных решений.
Природа систем, фигурирующих в приведенном определении под именем "организационных", может быть самой различной, а их общие математические модели находят применение не толь​ко при решении производственных и экономических задач, но и в биологии, социологических исследованиях и других практи​ческих сферах. Кстати, само название дисциплины связано с применением математических методов для управления военны​ми операциями.
Несмотря на многообразие задач организационного управ​ления, при их решении можно выделить некоторую общую по​следовательность этапов, через которые проходит любое опе​рационное исследование. Как правило, это:
1.     Постановка задачи.
2.     Построение содержательной (вербальной) модели рас​сматриваемого объекта (процесса). На данном этапе происходит формализация цели управления объектом, выделение возмож​ных управляющих воздействий, влияющих на достижение сфор​мулированной цели, а также описание системы ограничений на управляющие воздействия.
3.     Построение математической модели, т. е. перевод сконст​руированной вербальной модели в ту форму, в которой для ее изучения может быть использован математический аппарат.
4.     Решение задач, сформулированных на базе постро​енной математической модели.
5.     Проверка полученных результатов на их адекватность природе изучаемой системы, включая исследование влияния так называемых внемодельных факторов, и возможная коррек​тировка первоначальной модели.
6.     Реализация полученного решения на практике.
В самых разнообразных областях человеческой деятельности встречаются сходные между собой задачи: организация производства, эксплуатация транспорта, боевые действия, расстановка кадров, телефонная связь и т.д. Возникающие в этих областях задачи сходны между собой по постановке, обладают рядом общих признаков и решаются сходными методами.
Пример:
Организуется какое-то целенаправленное мероприятие (система действий), которое можно организовать тем или иным способом. Необходимо выбрать определенное решение из ряда возможных вариантов. Каждый вариант имеет преимущества и недостатки – сразу не ясно, какой из них предпочтительнее. С целью прояснить обстановку и сравнить между собой по ряду признаков различные варианты, организуется серия математических расчетов. Результаты расчетов показывают, на каком варианте остановится.
 Математическое моделирование в исследовании операций является, с одной стороны, очень важным и сложным, а с дру​гой - практически не поддающимся научной формализации процессом. Заметим, что неоднократно предпринимавшиеся по​пытки выделить общие принципы создания математических мо​делей приводили либо к декларированию рекомендаций самого общего характера, трудно приложимых для решения конкрет​ных проблем, либо, наоборот, к появлению рецептов, примени​мых в действительности только к узкому кругу задач. Поэтому более полезным представляется знакомство с техникой мате​матического моделирования на конкретных примерах.
1)    План снабжения предприятия.
Имеется ряд предприятий, использующих различные виды сырья; имеется ряд сырьевых баз. Базы связаны с предприятиями различными путями сообщения (железные дороги, автотранспорт, водный, воздушный транспорт). Каждый транспорт имеет свои тарифы. Требуется разработать такой план снабжения предприятий сырьем, чтобы потребности в сырье были удовлетворены при минимальных расходах на перевозки.
2)    Постройка участка магистрали.
Сооружается участок железнодорожной магистрали. В нашем распоряжении определенное количество средств: людей, техники и т.п. Требуется назначить очередность работ, распределить людей и технику по участкам пути таким образом, чтобы завершить строительство в минимальные сроки.
3)    Выборочный контроль продукции.
Выпускается определенный вид изделий. Для обеспечения высокого качества продукции требуется организовать систему выборочного контроля: определить размер контрольной партии, набор тестов, правила отбраковки и т.д. Требуется обеспечить заданный уровень качества продукции при минимальных расходах на контроль.
4)    Военные действия.
Целью в данном случае является уничтожение вражеского объекта.
Подобные задачи встречаются в практике часто. Они имеют общие черты. В каждой задаче определена цель – цели эти похожи; заданы некоторые условия – в рамках этих условий и нужно принять решение, чтобы данное мероприятие было наиболее выгодным. В соответствии с этими общими чертами применяются и общие методы.
1. ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ.
1.1. Цель и основные понятия в исследованиях операций

Операция – это всякая система действий (мероприятие), объединенных единым замыслом и направленных к достижению какой-то цели. Это управляемое мероприятие, то есть от нас зависит, каким способом выбрать некоторые параметры, характеризующие его организацию.

Каждый определенный выбор зависящих от нас параметров называется решением.
Целью исследования операций является предварительное количественное обоснование оптимальных решений.

Те параметры, совокупность которых образует решение, называются элементами решения.  В качестве элементов решения могут быть различные числа, векторы, функции, физически признаки и т.д.
Пример: перевозка однородного груза. 

Существуют пункты отправления:
А1, А2, А3,…, Аm.

Имеются пункты назначения:
В1, В2, В3,…, Вn.

Элементами решения здесь будут числа xij, показывающие, какое количество грузов будет отправлено из i-того пункта отправления в j-ый пункт назначения.

Совокупность этих чисел: x11, x12, x13,…, x1m,…, xn1, xn2,…, xnm  образует решение.

Чтобы сравнить между собой различные варианты, необходимо иметь какой-то количественный критерий – показатель эффективности (W). Данный показатель называется целевой функцией.
Этот показатель выбирается так, чтобы он отражал целевую направленность операции. Выбирая решение, стремимся, чтобы данный показатель стремился к максимуму или к минимуму. Если W – доход, то W [image: image1.jpg]


  max; а если W – расход, то W [image: image2.jpg]


  min.

Если выбор зависит от случайных факторов (погода, отказ техники, колебания спроса и предложения), то в качестве показателя эффективности выбирается среднее значение – математическое ожидание – [image: image3.jpg]


.

В качестве показателя эффективности иногда выбирают вероятность достижения цели. Здесь цель операции сопровождается случайными факторами и работает по схеме ДА-НЕТ.

Для иллюстрации принципов выбора показателя эффективности вернемся к рассмотренным ранее примерам:

1) План снабжения предприятия.
Показатель эффективности виден в цели. R – число – стоимость перевозок, [image: image4.jpg]R —min



. При этом все ограничения должны быть выполнены.

2) Постройка участка магистрали.
В задаче большую роль играют случайные факторы. В качестве показателя эффективности выбирают среднее ожидаемое время окончания стройки [image: image5.jpg]T —min



.

3) Выборочный контроль продукции.
Естественный показатель эффективности, подсказанный формулировкой задачи – это средние ожидаемые расходы на контроль за единицу времени, при условии, что система контролирует обеспечение заданного уровня качества.

4) Военные действия.
Операция должна быть спланирована так, чтобы уничтожить вражеский объект. В качестве целевой функции – вероятность того, что произойдет событие А (уничтожение). Р(А)[image: image6.jpg]


1.
1.2. Основные элементы метода исследования операций

При решении любой конкретной задачи применение методов исследования операций заключается в следующем:

· построение математических, экономических и статистических моделей для задач принятия решений и управления в сложных ситуациях в условиях неопределенности (наличие случайных факторов);

· изучение взаимосвязей, определяющих возможные последствия принятых решений. Установление критериев эффективности, позволяющих оценить преимущества того или иного варианта.

Методы исследования операций обладают рядом специфических черт. Чтобы подход к решению задач можно было считать операционным, он должен содержать следующие элементы:

1.     Ориентация на принятие решений. Основные результаты анализа должны иметь непосредственное и полностью определенное отношение к выбору способа действий (стратегии или тактики);

2.     Оценка на основе критерия экономической эффективности. Сравнение различных возможных вариантов действий должно основываться на количественных оценках, позволяющих однозначно определить полезность ожидаемого исхода. Количественные оценки для коммерческих фирм обычно предполагают использование таких измеримых величин, как расходы, доходы, наличие денежных средств, норма прибыли от дополнительных капиталовложений и т.д. В рекомендуемом решении должен быть достигнут оптимальный баланс с учетом всех, нередко противоречивых факторов;

3.     Доверие математической модели. Процедуры обращения с упомянутыми выше параметрами должны быть определены настолько точно, чтобы любой специалист в области системного анализа смог их трактовать совершенно однозначно. Другими словами: опираясь на одни и те же данные, различные специалисты должны получить одинаковые результаты.

4.     Необходимость использования ЭВМ. Это условие отнюдь не является лишь желательным, оно скорее необходимо. Это обуславливается сложностью используемых математических моделей и большим объемом исходных данных. Вычисления могут быть громоздкими – необходимо использовать ЭВМ; а могут быть несложными, но в больших объемах (статистические модели).

 Основные этапы применения метода ИО:
1.     определение цели;

2.     составление плана разработки проекта;

3.     формулировка проблемы;

4.     построение модели;

5.     разработка вычислительного метода;

6.     разработка технического задания на программирование, само программирование и отладка программы;

7.     сбор данных;

8.     проверка модели;

9.     реализация результатов, то есть принятие решения.
Задачи маршрутизации.
Эти задачи возникают при исследовании разнообразных процессов на транспорте и в системах связи. Типичной задачей является задача выбора оптимального маршрута: имеется несколько маршрутов, из них нужно выбрать один. Стоимость прохождения и время на прохождение зависит от выбранного маршрута. При рассмотрении ряда маршрутов вводятся следующие ограничения:

-         запрещается возвращаться в уже пройденный пункт,

-         в пунктах сети возможны задержки (например, из-за ограниченной пропускной способности). Задержки носят случайный характер.

Критерии оптимизации: минимизация общего времени прохождения маршрута или минимизация общих затрат.Данные задачи наиболее изучены и в литературе носят специфические названия – задача о коммивояжере или задача о максимальном потоке.
2. ТРАНСПОРТНЫЕ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

2.1. Постановка задачи
Под термином "транспортные задачи" понимается широкий круг задач не только транспортного характера. Общим для них является, как правило, распределение ресурсов, находящихся у m производителей (поставщиков), по n потребителям этих ресурсов. Различают два типа транспортных задач: но критерию стоимости (план перевозок оптимален, если достигнут минимум затрат на его реализацию) и по критерию времени (план оптимален, если на его реализацию затрачивается минимум времени).
Наиболее часто встречаются следующие задачи, относящиеся к транспортным:
       прикрепление потребителей ресурса к производителям;
       привязка пунктов отправления к пунктам назначения;
       взаимная привязка грузопотоков прямого и обратного направлений;
       отдельные задачи оптимальной загрузки промышленного оборудования;
       оптимальное распределение объемов выпуска промышленной продукции между заводами-изготовителями и др.
Рассмотрим экономико-математическую модель прикрепления пунктов отправления к пунктам назначения. Имеются m пунктов отправления груза и объемы отправления по каждому пункту a1, a2 ,...,am  . Известна потребность в грузах b1, b2 ,...,bn   по каждому из n пунктов назначения. Задана матрица стоимостей доставки по каждому варианту cij , [image: image7.jpg]
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. Необходимо рассчитать оптимальный план перевозок, т.е. определить, сколько груза должно быть отправлено из каждого i-го пункта отправления (от поставщика) в каждый j-ый пункт назначения (до потребителя) xij   с минимальными транспортными издержками.
В общем виде исходные данные представлены в табл. 3.1. Строки транспортной таблицы соответствуют пунктам отправления (в последней клетке каждой строки указан объем запаса продукта ai ), а столбцы — пунктам назначения (послед​няя клетка каждого столбца содержит значение потребности bj). Все клетки таблицы (кроме тех, которые расположены в нижней строке и правом столбце) содержат информацию о пе​ревозке из i-го пункта в j-й: в правом верхнем углу находится цена перевозки единицы продукта, а в левом нижнем — значе​ние объема перевозимого груза для данных пунктов.
Исходные данные Таблица 3.1
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Транспортная задача называется закрытой, если суммарный объем отправляемых грузов . [image: image10.jpg]


 равен суммарному объему потребности в этих грузах по пунктам назначения [image: image11.jpg]
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(3.1)
Если такого равенства нет (потребности выше запасов или наоборот), запасу называют открытой, т.е.:
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(3.2)
Для  написания модели необходимо все условия (ограничения) и целевую функцию представить в виде математических уравнении.
Все грузы из i-х пунктов должны быть отправлены, т.е.:
[image: image14.jpg]i
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(3.3)
Все j-е пункты (потребители) должны быть обеспечены грузами в плановом объеме:
[image: image16.jpg]
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(3.4)
Суммарные объемы отправления должны равняться суммарным объемам назначения (3.1). Должно выполняться условие неотрицательности переменных: [image: image18.jpg]
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, [image: image20.jpg]


. Перевозки необходимо осуществить с минимальными транспортными издержками (функция цели):
[image: image21.jpg]S x



                                                                                           (3.5)
Вместо матрицы стоимостей перевозок (cij ) могут задаваться матрицы расстояний. В таком случае в качестве целевой функции рассматривается минимум суммарной транспортной работы. Как видно из выражения (3.1), уравнение баланса является обязательным условием решения транспортной задачи. Поэтому, когда в исходных условиях дана открытая задача, то ее необходимо привести к закрытой форме. В случае, если 
       потребности по пунктам назначения превышают запасы пунктов отправления, то вводится фиктивный поставщик с недостающим объемом отправления;
       запасы поставщиков превышают потребности потребителей, то вводится фиктивный потребитель с необходимым объемом потребления.
Варианты, связывающие фиктивные пункты с реальными, имеют нулевые оценки. После введения фиктивных пунктов задача решается как закрытая.
Транспортным задачам присущи следующие особенности:
· распределению подлежат однородные ресурсы;
· условия задачи описываются только уравнениями;
· все переменные выражаются в одинаковых единицах измерения;
· во всех уравнениях коэффициенты при неизвестных равны единице;
· каждая неизвестная встречается только в двух уравнениях системы ограничений.
Транспортные задачи могут решаться симплекс-методом. Однако перечисленные  особенности позволяют для транспортных задач применять более простые методы решения.
 Опорный план является допустимым решением транспортной задачи и используется в качестве начального базисного решения при нахождении оптимального решения методом потенциалов. Существует три метода нахождения опорных планов: метод северо-западного угла, метод минимального элемента и метод Фогеля. "Качество" опорных планов, полученных этими методами, различается: в общем случае метод Фогеля дает наилучшее решение (зачастую оптимальное), а метод северо-западного угла – наихудшее.
Все существующие методы нахождения опорных планов отличаются только способом выбора клетки для заполнения. Само заполнение происходит одинаково независимо от используемого метода.
2.2. Методы составления начального опорного плана

 
Базисный план составляется последова​тельно, в несколько шагов (точнее, m + n - 1 шагов). На каждом из этих шагов заполняется одна клетка, притом так, что, либо пол​ностью удовлетворяется один из заказчиков (тот, в столбце кото​рого находится заполняемая клетка), либо полностью вывозится весь запас груза с одной из баз (с той, в строке которой находится заполняемая клетка).
 

       В первом случае мы можем исключить столбец, содержащий заполненную на этом шаге клетку, и считать, что задача свелась к заполнению таблицы с числом столбцов, на единицу меньшим, чем было перед этим шагом, но с тем же количеством строк и с соот​ветственно измененным запасом груза на одной из баз (на той базе, которой был удовлетворен заказчик на данном шаге). 
       Во втором случае исключается строка, содержащая заполняемую клетку, и счи​тается, что таблица сузилась на одну строку при неизменном количестве столбцов и при соответствующем изменении потреб​ности заказчика, в столбце которого находится заполняемая клетка.
Начиная с первоначально данной таблицы и повторив (m + n - 2) раз описанный шаг, мы придем к “таблице”, состоящей из одной строки и одного столбца (иначе говоря, из одной пустой клетки). Другими словами, мы пришли к задаче с одной базой и с одним потребителем, причем потребности этого единственного заказчика равны запасу груза на этой единственной базе. Заполнив последнюю клетку, мы освобождаем последнюю базу и удовлетворяем потреб​ность последнего заказчика. В результате, совершив (m + n - 1)  шагов, мы и получим искомый опорный план.
Замечание. Может случиться, что уже на некотором (но не на последнем!) шаге потребность очередного заказчика окажется рав​ной запасу груза на очередной базе. Тогда после заполнения оче​редной клетки объем таблицы как бы одновременно уменьшается на одни столбец и на одну строку. Но и при этом мы должны считать, что уменьшение объема таблицы происходит либо на один столбец, а на базе сохраняется "остаток" равный нулю, либо на одну строку, а у заказчика еще осталась неудовлетворенная "потребность" в количестве нуля единиц груза, которая и удовле​творяется на одном из следующих шагов. Этот нуль ("запас" или "потребностью" – безразлично) надо записать в очередную заполняе​мую клетку на одном из последующих шагов. Так как при этом оказывается равной нулю одна из базисных неизвестных, то мы имеем дело с вырожденным случаем. 
1. Диагональный метод, или метод северо-западного угла. При этом методе на каждом шаге построения первого опорного плана заполняется левая верхняя клетка (северо-западный угол) остав​шейся части таблицы. При таком методе заполнение таблицы начи​нается с клетки неизвестного x11 и заканчивается в клетке неизвест​ного xmn , т. е. идет как бы по диагонали таблицы перевозок.
 
Пример 
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Заполнение таблицы начинается с ее северо-западного угла, т.е. клетки с неизвестным x11. Первая база A1  может полностью удовле​творить потребность первого заказчика B1  (a1=300, b1=170, a1 > b1). Полагая x11= 170, вписываем это значение в клетку x11  и исключаем из рассмотрения первый столбец. На базе A1  остается измененный запас [image: image23.jpg]


. В оставшейся новой таблице с тремя строками A1,A2,A3  и четырьмя столбцами B1,B2,B3,B4; северо-западным углом будет клетка для неизвестного x12 . Первая база с запасом [image: image24.jpg]


может полностью удовлетворить потребность второго заказчика B2  [image: image25.jpg](a', =130,8,

10,0, > b,)



. Полагаем x12 = 110, вписываем это значе​ние в клетку x12 и исключаем из рассмотрения второй столбец. На базе A1  остается новый остаток (запас) [image: image26.jpg]


. В оставшейся новой таблице с тремя строками A1,A2,A3 и тремя столбцами B3,B4,B5  северо-западным углом будет клетка для неизвестного x13. Теперь третий заказчик B3  может принять весь запас с базы A1    [image: image27.jpg](a"y=20,b, =100,a", <b,)



. Полагаем x13 = 20, вписываем это значение в клетку x13  и исключаем из рассмотрения первую строку. У заказ​чика из B3  осталась еще не удовлетворенной потребность [image: image28.jpg]


.
Теперь переходим к заполнению клетки для неизвестного x23  и т.д.
Через шесть шагов у нас останется одна база A3  с запасом груза (остатком от предыдущего шага) [image: image29.jpg]200




и один пункт B5  с потреб​ностью b5=200 . Соответственно этому имеется одна свободная клетка, которую и заполняем, положив x35=200. План составлен. Базис образован неизвестными x11,x12,x13,x23,x24,x34,x35. Правиль​ность составленного плана легко проверить, подсчитав суммы чисел, стоящих в заполненных клетках по строкам и столбцам.
Общий объем перевозок в тонно-километрах для этого плана составит
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2. Метод наименьшей стоимости. При этом методе на каждом шаге построения опорного плана первою заполняется та клетка оставшейся части таблицы, которая имеет наименьший тариф. Если такая клетка не единственная, то заполняется любая из них.
Пример
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В данном случае заполнение таблицы начинается с клетки для неизвест​ного x32, для которого мы имеем значение c32 = 10, наименьше из всех значений cij . Эта клетка находится на пересечении третьей строки и второго столбца, соответствующим третьей базе A3  и вто​рому заказчику B2. Третья база A3  может полностью удовлетворить потребность второго заказчика B2  (a3=250, b2=110, a3 > b2) . Пола​гая x32 = 110, вписываем это значение в клетку x32  и исключаем из рассмотрения второй столбец. На базе A3  остается изменённый запас [image: image32.jpg]


. В оставшейся новой таблице с тремя строками A1,A2,A3  и четырьмя столбцами B1,B3,B4,B5  клеткой с наименьшим значе​нием cij   клетка, где c34=11. Заполняем описанным выше способом эту клетку и аналогично заполняем следующие клетки. В резуль​тате оказываются заполненными (в приведенной последовательности) следующие клетки: 
[image: image33.jpg]20,x,;, =180,x,, = 20,x, =150




 

На пятом шаге клеток с наименьшими значениями cij   оказалось две (c11=c15=70) . Мы заполнили клетку для x15 , положив x15 = 180. Можно было выбрать для заполнения другую клетку, положив x11 = 170, что приведет в результате к другому опорному плану. Общий объем перевозок в тонно-километрах для этого плана составит
 [image: image34.jpg]


 

Замечание. В диагональном методе не учитываются величины тарифов, в методе же наименьшей стоимости эти величины учитываются, и часто последний метод приводит к плану с меньшими общими затратами (что и имеет место в нашем примере), хотя это и не обязательно.
    Кроме рассмотренных выше способов иногда используется, так называемый, метод Фогеля. Суть его состоит в следующем: В распределительной таблице по строкам и столбцам определяется разность между двумя наименьшими тарифами. Отмечается наибольшая разность. Далее в строке (столбце) с наибольшей разностью заполняется клетка с наименьшим тарифом. Строки (столбцы) с нулевым остатком груза в дальнейшем в расчет не принимаются. На каждом этапе загружается только одна клетка. Распределение груза производится, как и ранее.
2.3. Понятие потенциала и цикла

 
Для перехода от одного базиса к другому при решении транспортной задачи используются так называемые циклы.
Циклом пересчета или короче, циклом в таблице перевозок называется последовательность неизвестных, удовлетворяющая следующим условиям:
1.     Одно из неизвестных последовательности свободное, а все остальные – базисные.
2.     Каждые два соседних в последовательности неизвестных лежат либо в одном столбце, либо в одной строке.
3.     Три последовательных неизвестных не могут находиться в одном столбце или в одной строке.
4.     Если, начиная с какого-либо неизвестного, мы будем последовательно переходить от одного к следующему за ним неизвестному то, через несколько шагов мы вернемся к исходному неизвестному.
Второе условие означает, что у двух соседних неизвестных в цикле либо первые, либо вторые индексы одинаковы.
Если каждые два соседних неизвестных цикла соединить отрезком прямой, то будет получено геометрическое изображение цикла – замкнутая ломаная из чередующихся горизонтальных и вертикальных звеньев, одна из вершин которой находится в свободной клетке, а остальные - в базисных клетках.
Можно доказать, что для любой свободной клетки таблицы перевозок существует один и только один цикл, содержащий свободное неизвестное из этой клетки, и что число вершин в цикле всегда четно.
Так, например, в таблице перевозок, составленной по диагональному методу при решения задачи из предыдущего пункта, неизвестному x21  соответствует цикл x21,x23,x13,x11,x21  и т.д.
Пусть теперь мы имеем некоторую свободную клетку с соответствующим ей циклом. Если мы изменим значение свободного неизвестного, увеличив его на некоторое число x, то, переходя последовательно от одной вершины цикла к другой, мы должны будем в силу неизменности сумм по строкам и по столбцам поочередно уменьшать и увеличивать значения неизвестных в цикле на то же число x. Например, в указанном выше цикле для свободного неизвестного x21  получим: 
старые значения: x21= 0, x23= 80, x13= 20,x11= 170, x21= 0;
новые значения: [image: image35.jpg]X' =%,x"%=80-x,x"; =20 +x,x', =170 - x,x'; =x




Очевидно, если снабдить вершины цикла поочередно знаками "+" и "–", приписав вершине в свободной клетке знак "+", то можно сказать, что в вершинах со знаком "+" число x прибавляется к прежнему значению неизвестного, находящегося в этой вершине, а в вершинах со знаком "–"   это число x вычитается из прежнего значения неизвестного, находящегося в этой вершине.
Замечание. Так как число вершин в цикле всегда четно, то, возвращаясь в свободную клетку, мы должны будем приписать ей знак "+", т. е. тот знак, который ей уже приписан при выходе из нее. Это очень существенное обстоятельство, так как иначе мы пришли бы к противоречию. Безразлично также, в каком направлении обходится цикл при “означивании” вершин.
Если в качестве x выбрать наименьшее из чисел, стоящих в вершинах, снабженных знаком "–", то, по крайней мере, одно из прежних базисных неизвестных примет значение нуль, и мы можем перевести его в число свободных неизвестных, сделав вместо него базисным то неизвестное, которое было свободным.
Так, например, в рассмотренном выше цикле имеем отрицательные вершины x21  и x11 ; следовательно, выбрав х = min {80; 170} = 80 , мы получаем:
старые значения: x21= 0, x23= 80, x13= 20,x11= 170, x21= 0;
новые значения: [image: image36.jpg]



т. е. вместо прежнего базисного решения получаем новое базисное решение:
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Выбор в качестве x минимального среди чисел, стоящих в отрицательных вершинах цикла, обеспечивает допустимость нового базиса.
Если минимальное значение среди базисных неизвестных, стоящих в отрицательных вершинах цикла, принимается не в одной отрицательной вершине, то свободной оставляют только одну из них, а в других клетках с тем же минимальным значением пишут нули. В этом случае новое базисное решение будет вырожденным.
Может случиться, что и само минимальное значение среди чисел в отрицательных клетках равно нулю. Тогда преобразование таб​лицы перевозок сведется к перестановке этого нуля в свободную клетку. Значения всех неизвестных при этом остаются неизменными, но решения считаются различными, так как различны базисы. Оба решения вырождены.
Описанное выше преобразование таблицы перевозок, в результате которого преобразуется базис, называется пересчетом по циклу.
Заметим, что неизвестные, не входящие в цикл, этим преобразованием не затрагиваются, их значения остаются неизменными и каж​дое из них остается либо в группе базисных, либо в группе свобод​ных неизвестных, как и до пересчета.
Выясним теперь, как пересчет по циклу влияет на общий объем затрат на перевозки и при каком условии эти затраты становятся меньше.
Пусть xpq  – некоторое свободное неизвестное, для которого мы построили цикл и осуществили пересчет по циклу с некоторым числом x. Если вершине цикла, находящейся в i-й  строке и j-м   столбце таблицы перевозок, приписан знак "+", то значение неизвестного xij , находящегося в этой вершине, увеличивается на x, что в свою очередь вызывает увеличение затрат на cij x, где cij   – тариф, соответствующий этой клетке; если же указанной вершине приписан знак “–”, то значение неизвестного xij   уменьшается на x, что вызывает уменьшение затрат на cij x.
Сложим тарифы, соответствующие положительным вершинам цикла, и вычтем из этой суммы сумму тарифов, соответствующих отрицательным вершинам цикла; полученную разность Spq  назовем алгебраической суммой тарифов для данного свободного неизвестного xpq  . Подсчет алгебраической суммы тарифов можно истолковать и так: припишем тарифам те же знаки, которые приписаны соответствующим вершинам цикла, тогда алгебраическая сумма тарифов равна сумме таких тарифов со знаком (“относительных тарифов”).
Теперь, очевидно, мы можем, заключить, что в целом при пере​счете но циклу, соответствующему свободному неизвестному xpq  общий объем затрат на перевозки изменится на произведение алгеб​раической суммы тарифов на x, т. е. на величину Spqx . Следовательно, если алгебраическая сумма тарифов для некоторого свобод​ного неизвестного xpq  отрицательна (Spq  < 0), то пересчет по циклу, соответствующему этому неизвестному, приводит к уменьшению общей суммы затрат на реализацию плана перевозок. Если же алгебраическая сумма тарифов положительна (Spq  > 0), то пересчет по соответствующему циклу приведет к увеличению общей суммы затрат. И, наконец, если алгебраическая сумма тарифов равна нулю (Spq  = 0), то пересчет по соответствующему циклу не изменит общую сумму затрат (два различных базисных плана требуют одинаковых затрат на их реализацию).
Так, например, для цикла x21,x23,x13,x11,x21  в рассмотренной задаче алгебраическая сумма тарифов 
[image: image38.jpg]80-40+15-




 .

Значит, пересчет по этому циклу снижает расходы. И действитель​но, осуществив такой пересчет, мы получаем план, по которому объем перевозок в тонно-километрах составляет
 [image: image39.jpg]70-90+50-110+15-100 +80-80 +60-70 +11-50 + 25-200





тогда как по исходному плану он составил S1= 30650. Имеем снижение объема перевозок на 1200 тонно-километров, что и следовало ожидать, так как алгебраическая сумма тарифов в дан​ном случае равна –15, а пересчет по циклу осуществляется с помощью числа х = 80 (изменение затрат равно -15*80 = - 1200).
Вычисление алгебраической суммы тарифов для каждого из сво​бодных неизвестных можно производить без построения соответ​ствующего цикла, пользуясь, так называемыми, потенциалами. При​пишем каждой базе Ai, , некоторое число ui,  и каждому потребителю Bj  некоторое число vj :
[image: image40.jpg]


 ,
так что  

ui, + vj = cij  , 



                                                               (3.6)   

где cij    – тарифы, соответствующие клеткам, заполненным базис​ными неизвестными. Эти числа ui,  и vj  называются потенциалами соответствующих баз и потребителей.
Зная потенциалы, легко вычислить алгебраическую сумму тари​фов. Действительно, если в алгебраической сумме тарифов по циклу, соответствующему свободному неизвестному xpq  , заменить тарифы базисных клеток их выражениями через потенциалы по формулам (3.6), то, в силу чередования знаков при вершинах цикла, все потенциалы,  кроме  up  и vq  сократятся, и мы получим: 
Spq  = cpq  - ( up  + vq ).
Так, например, для цикла x21,x23,x13,x11,x21   в рассмотренной выше задаче имеем
[image: image41.jpg]=y = (g + V) + (1 +V,) = (@, +v,) = ¢ — @, +v)



.

Для базисных клеток сумма потенциалов строки и столбца, в которых находится эта клетка, равна тарифу, соответствующему этой клетке; если же клетка для неизвестного xpq  свободная, то сумму потенциалов
[image: image42.jpg]






                                                       (3.7) 

называют косвенным тарифом этой клетки. Следовательно, алгеб​раическая сумма тарифов для свободной клетки xpq  равна разности ее настоящего (“истинного”) и косвенного тарифов: 
[image: image43.jpg]




                                                                           (3.8)
Из (3.8) следует, что если косвенный тариф для данной свобод​ной клетки больше её истинного тарифа, то алгебраическая сумма тарифов по циклу, соответствующему этой клетке, будет отрица​тельна; если же косвенный тариф меньше истинного, то алгебраи​ческая сумма тарифов положительна, и, наконец, если косвенный тариф равен истинному, то алгебраическая сумма тарифов равна нулю.
Потенциалы можно найти из системы равенств (3.6), рассматри​вая их как систему (m + n - 1) уравнений с m+n  неизвестными. Так как неизвестных здесь на единицу больше, чем уравнений, то, по крайней мере, один из потенциалов мы можем выбрать произвольно, положив, например, u1  = 0; тогда остальные потенциалы легко опре​деляются из уравнений (3.6).
Например, для плана, полученного по диагональному методу в рассмотренной выше задаче, имеем
[image: image44.jpg]



Система содержит семь уравнений с восемью неизвестными. Выбирая произвольно значение [image: image45.jpg]


, находим последовательно из пер​вых трех уравнений значения [image: image46.jpg]v,

1




, затем из четвертого уравнения – [image: image47.jpg]


, из пятого уравнения – [image: image48.jpg]


, из шестого уравнения [image: image49.jpg]


 и, наконец, из седь​мого уравнения – [image: image50.jpg]


.
Положив, например, u1  = 0 , получаем значения потенциалов:
[image: image51.jpg]
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Найдем теперь косвенные тарифы для свободных клеток и сравним их с истинными тарифами: 
[image: image53.jpg]
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Для клеток с неизвестными  x21 и x32  косвенные тарифы больше истинных. Следовательно, для них мы будем иметь отрицательные алгебраические суммы тарифов: 
[image: image55.jpg]Sy =€y € =80-65=-15
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Значение S21 = -15 мы уже имели раньше, вычисляя алгебраиче​скую сумму тарифов для этой клетки непосредственно по циклу. 
Замечание 1. Подсчитывая косвенные тарифы как суммы соответ​ствующих потенциалов, полезно не пропускать и клетки с базисны​ми неизвестными (заполненные клетки). Для этих клеток сумма потенциалов равна истинному тарифу; последнее может служить проверкой правильности найденных значении потенциалов.
Замечание 2. Можно показать, что если сумму всех затрат по данному плану перевозок выразить черех свободные неизвестные, то коэффициент при каждом из таких неизвестных будет равен алгебраической сумме тарифов по циклу, соответствующему ей в таблице перевозок. Это еще раз подтверждает, что пересчет по циклам является специфической формой применения симплекс-метода к решению транспортной задачи.
2.4. Критерий оптимальности базисного решения транспортной задачи. Методы отыскания оптимального решения

 
Из сказанного в предыдущем пункте вытекает следующий кри​терий оптимальности базисного решения транспортной задачи: если для некоторого базисного плана перевозок алгебраические суммы тарифов по циклам для всех свободных клеток неотрицательны, то этот план оптимальный.
Отсюда вытекает способ отыскания оптимального решения транспортной задачи, состоящий в том, что, имея некоторое базис​ное решение, вычисляют алгебраические суммы тарифов для всех свободных клеток. Если критерий оптимальности выполнен, то дан​ное решение является оптимальным; если же имеются клетки с отрицательными алгебраическими суммами тарифов, то переходят к новому базису, производя пересчет по циклу, соответствующему одной из таких клеток. Полученное таким образом новое базисное решение будет лучше исходного – затраты на его реализацию будут меньшими. Для нового решения также проверяют выполнимость критерия оптимальности и в случае необходимости снова совершают пересчет по циклу для одной из клеток с отрицательной алгебраиче​ской суммой тарифов и т. д.
Через конечное число шагов приходят к искомому оптимальному базисному решению.
В случае если алгебраические суммы тарифов для всех свобод​ных клеток положительны, мы имеем единственное оптимальное решение; если же алгебраические суммы тарифов для всех свобод​ных клеток неотрицательны, но среди них имеются алгебраические суммы тарифов, равные нулю, то оптимальное решение не единствен​ное: при пересчете по циклу для клетки с нулевой алгебраической суммой тарифов мы получим оптимальное же решение, но от​личное от исходного (затраты по обоим планам будут одина​ковыми).
В зависимости от методов подсчета алгебраических сумм тари​фов для свободных клеток различают два метода отыскания опти​мального решения транспортной задачи:
1. Распределительный метод. При этом методе для каждой пустой клетки строят цикл и для каждого цикла непосредственно вычисляют алгебраическую сумму тарифов.
2. Метод потенциалов. При этом методе предварительно находят потенциалы баз и потребителей, а затем вычисляют для каждой пустой клетки алгебраическую сумму тарифов с помощью потен​циалов.
Преимущества метода потенциалов по сравнению с распредели​тельным методом состоят в том, что отпадает необходимость построения циклов для каждой из пустых клеток и упрощается вычисление алгебраических сумм тарифов. Цикл строится только один – тот, по которому производится пересчет.
Применяя метод потенциалов, можно говорить не о знаке алгебраических сумм тарифов, а о сравнении косвенных тарифов с истинными. Требование неотрицательности алгебраических сумм тарифов заменяется условием, что косвенные тарифы не превосхо​дят истинных.
 Следует иметь в виду, что потенциалы (так же как и циклы) для каждого нового базисного плана определяются заново.
2.5. Усложненные задачи транспортного типа.
Выше рассмотрена классическая транспортная задача,  на которой показано, как используется метод потенциалов для нахождения оптимального плана. В экономике предприятия такие задачи встречаются крайне редко. Обычно при составлении экономико-математической модели задачи транспортного типа приходится вводить целый ряд дополнительных ограничений, а затем пользоваться методом потенциалов.
Ряд экономических задач легко сводимы к транспортной задаче. Рассмотрим наиболее часто встречающиеся ситуации в экономике предприятия.
1. Отдельные поставки от определенных поставщиков некоторым потребителям должны быть исключены (из-за отсутствия необходимых условий хранения, чрезмерной перегрузки коммуникаций и т.д.). Это ограничение требует, чтобы в матрице перевозок, содержащей оптимальный план, определенные клетки оставались свободными. Последнее достигается искусственным завышением затрат на перевозки cij   в клетках, перевозки через которые следует запретить. При этом производят завышение величины cij   до таких значений, которые заведомо больше всех и с которыми их придется сравнивать в процессе решения задачи.
2. На предприятии необходимо определить минимальные суммарные затраты на производство и транспортировку продукции. С подобной задачей сталкиваются при решении вопросов, связанных с оптимальным размещением производственных объектов. Здесь может оказаться экономически более выгодным доставлять сырье из более отдаленных пунктов, но зато при меньшей его себестоимости. В таких задачах за критерий оптимальности принимают сумму затрат на производство и транспортировку продукции.
3. Ряд транспортных маршрутов, по которым необходимо доставить грузы, имеют ограничения по пропускной способности. Если, например, по маршруту AiBj  можно провести не более q единиц груза, то Bj  -й столбец матрицы разбивается на два столбца - [image: image56.jpg]


  и [image: image57.jpg]


. В первом столбце спрос принимается равным разности между действительным спросом [image: image58]  и ограничением q: [image: image59.jpg]


, во втором – равным ограничению q, т.е. [image: image60.jpg]


. Затраты cij  в обоих столбцах одинаковы и равны данным, но в первом столбце [image: image61.jpg]


, в клетке, соответствующей ограничению i, вместо истинного тарифа cij   ставится искусственно завышенный тариф M (клетка блокируется). Затем задача решается обычным способом.
4. Поставки  по определенным маршрутам обязательны и должны войти в оптимальный план независимо от того, выгодно это или нет. В этом случае уменьшают запас груза у поставщиков и спрос потребителей и решают задачу относительно тех поставок, которые необязательны. Полученное решение корректируют с учетом обязательных поставок.
5. Экономическая задача не является транспортной, но в математическом отношении подобна транспортной, т.к. описывается аналогичной моделью, например, распределение производства изделий между предприятиями, оптимальное закрепление механизмов по определенным видам работы.
6. Необходимо максимизировать целевую функцию задачи транспортного типа. В этой ситуации при составлении опорного плана в первую очередь стараются заполнить клетки с наиболее высокими значениями показателя cij . Выбор клетки, подлежащей заполнению при переходе от одного допустимого плана к другому, должен производиться не по минимальной отрицательной разнице [image: image62.jpg]ley = (& + 8;))]



, а по максимальной положительной разнице [image: image63.jpg]ley = (& + 8;))]



. Оптимальным будет план, которому в последней таблице сопутствуют свободные клетки с неположительными элементами: все разности [image: image64.jpg]ley = (e + 8;)]< 0



.
7. необходимо в одно время распределить груз различного рода по потребителям. Задачи данного типа называются многопродуктовыми транспортными задачами. В этих задачах поставщики m родов грузов разбиваются на m условных поставщиков, а потребители n родов грузов разбиваются на n условных потребителей. С учетом этой разбивки составляют полную транспортную таблицу. При этом заметим, что некоторые маршруты AiBj  должны быть блокированы (закрыты), поскольку в данной постановке задачи грузы разного рода не могут заменять друг друга. Этим маршрутам AiBj    должна соответствовать очень высокая стоимость перевозки. Многопродуктовую задачу не всегда обязательно описывать одной моделью. Например, если поставки грузов различного рода независимы, тот задачу можно представить в виде комплекса транспортных задач по каждому роду груза. Однако, если между грузами Различного рода существует связь (например, одни из грузов можно заменить другими), то в общем случае исходную модель (задачу) не удается разбить на комплекс простых транспортных задач.
Рассмотрим примеры задач транспортного типа.
Пример 1. Одно фермерское хозяйство (A1) имеет продовольственное зерно двух видов: 3 тыс. тонн – III класса и 4 тыс. тонн - IV класса. Второе фермерское хозяйство (A2) также имеет зерно двух видов: 5 тыс. тонн – III класса и 2 тыс. тонн - IV класса. Зерно должно быть вывезено на два элеватора: на первый элеватор (B1) необходимо поставить 2 тыс. тонн пшеницы III класса, 3 тыс. тонн пшеницы IV класса и остальные 2 тыс. тонн пшеницы любого класса.
Аналогично второй элеватор (B2) должен получить 8,25 тыс. тонн, из них пшеницы - 1 тыс. тонн III класса и 1,5 тыс. тонн IV класса. 
Стоимость перевозки в д.е. 1 тонны зерна составляет: из пункта A1  в пункты B1   и B2  - 1 и 1,5 соответственно; из пункта A2  в пункты B1  и B2  - 2 и 1 д.е. соответственно.
Составить оптимальный план перевозок.
Решение
Каждого поставщика условно разбиваем на две части согласно двум видам зерна ([image: image65.jpg]


 и [image: image66.jpg]


; [image: image67.jpg]


  и [image: image68.jpg]


), аналогично потребителей разбиваем на три части (пшеница III класса, IV класса и любой класс): [image: image69.jpg]


, [image: image70.jpg]


 и [image: image71.jpg]


, а также [image: image72.jpg]


, [image: image73.jpg]


и [image: image74.jpg]


. Потребности превышают запасы, поэтому вводим фиктивного поставщика A3. Часть клеток в таблице запираем большими числами М; например, в клетке (1; 2) стоит большое число. Это значит, что поставщик [image: image75.jpg]


  не может удовлетворить потребителя [image: image76.jpg]


  пшеницей IV класса за счет имеющейся пшеницы III класса.
С учетом сделанных замечаний составим первую таблицу (табл. 3.6).
Таблица 3.6
Исходные данные
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Перевозки от фиктивного поставщика не производятся, поэтому [image: image78.jpg]


. Величина М намного больше cij . Применяя метод потенциалов, в итоге получим таблицу с оптимальным решением (табл. 3.7).
Таблица 3.7
Оптимальное решение
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Анализ решения. Первый поставщик поставит на первый элеватор (B1) пшеницу III класса ( x12 = 2); пшеницу IV класса (x22 = 3), а также пшеницу любого класса (III или IV) (x13 = 1 ; x23 = 1).
Второй поставщик (A2) поставит на второй элеватор (B2) пшеницу III класса (x31 = 1), пшеницу IV класса (x45 = 1,5) и частично любую пшеницу (x36 = 4; x46 = 0,5). Потребность элеватора в любой пшенице не удовлетворена на 1,25 тыс. тонн (x56 = 1,25). Минимальные затраты на перевозку составили: Zmin = 14 д.е.
 
Пример 2. Модель производства с запасами.
Фирма переводит свой головной завод на производство определенного вида изделий, которые будут выпускаться в течение четыре месяцев. Величины спроса в течение этих четырех месяцев составляют 100, 200, 180 и 300 изделий соответственно. В каждый месяц спрос можно удовлетворить за счет:
       запасов изделий, произведенных в прошлом месяце, сохраняющихся для реализации в будущем;
       производства изделий в течение текущего месяца;
       избытка производства изделий в более поздние месяцы в счет невыполненных заказов. 
Затраты на одно изделие в каждом месяце составляют 4 д.е. Изделие, произведенное для более поздней реализации, влечет за собой дополнительные издержки на хранение в 0,5 д.е. в месяц. С другой стороны, каждое изделие, выпускаемое в счет невыполненных заказов, облагается штрафом в размере 2 д.е. в месяц.
Объем производства изделий меняется от месяца к месяцу в зависимости от выпуска других изделий. В рассматриваемые четыре месяца предполагается выпуск 50, 180, 280 и 270 изделий соответственно.
Требуется составить план, имеющий минимальную стоимость производства и хранения изделий.
Решение
Задачу можно сформулировать как транспортную. Эквивалентность между элементами производственной и транспортной систем устанавливается следующим образом:
	Транспортная система
	Производственная система

	1. Исходный пункт i
	1. Период производства i

	2. Пункт назначения j
	2. Период потребления j

	3. Предложение в пункте i
	3. Объем производства за период i

	4. Спрос в пункте j
	4. Реализация за период j

	5. Стоимость перевозки из i в j
	5. Стоимость производства и хранения за период i и j


 Перед нами структура транспортной модели. Для рассматриваемой задачи стоимость "перевозки" изделий из периода i в период j выражается как:
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Из определения cij   следует, что затраты в период i при реализации продукции в тот же период i (i = j) оцениваются только стоимостью производства. Если в период i производится продукция, которая будет потребляться позже (i < j), то имеют место дополнительные издержки, связанные с хранением. Аналогично производство в i –й период в счет невыполненных заказов (i > j) влечет за собой дополнительные расходы в виде штрафа. Например, 


c11  = 4 д.е.


c24  = 4 + (0,5 + 0,5) = 5 д.е.


c41  = 4 + (2 + 2 + 2) = 10 д.е.
Исходная транспортная таблица выглядит следующим образом (табл. 3.8).
Таблица 3.8
Оптимальное решение
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Пример 3. Имеются три сорта бумаги в количестве 10, 8 и 5 т, которую можно использовать на издание четырех книг тиражом 8000, 6000, 15000 и 10000 экземпляров. Расход бумаги на одну книгу составляет: 0,6; 0,8; 0,4; 0,5 кг, а себестоимость тиража книги при использовании i-го сорта бумаги задается следующей матрицей (д.е.):
[image: image82.jpg]


.
Определить оптимальное распределение бумажных резервов.
Решение
Задача по своему экономическому смыслу не является транспортной, в то же время можно построить математическую модель, аналогичную транспортной задаче.
Потребности в бумаге легко определить, зная тираж и расход на одну книгу:




8000 * 0,6 = 4,8 т




15000 * 0,4 = 6 т




8000 * 0,6 = 4,8 т




10000 * 0,5 = 5 т
Общие запасы бумаги составляют 23т, а общие потребности – 20,5 т, поэтому необходимо в таблицу ввести фиктивный тираж B5   с нулевыми затратами. В связи с тем, что мы составляем модель относительно бумаги, а матрица cij   характеризует себестоимость печатания книги, необходимо исходную матрицу преобразовать относительно единицы бумаги (каждый столбец матрицы cij   разделим на количество бумаги, приходящейся на одну книгу).
Согласно изложенному составим первую таблицу (табл. 3.9).
Таблица 3.9
Исходные данные
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Используя метод потенциалов, получим оптимальное решение (табл. 3.10).
Таблица 3.10
Оптимальное решение
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 Анализ решения. Бумаги 1-го сорта в количестве 4,8 т затрачено на издание второй книги; 2,8 т – на издание четвертой книги; 2,4 т – не использовано. Бумаги 2-го сорта затрачено: на первую книгу – 4,8 т; на издание третьей книги 1 т; на издание четвертой книги – 2,2 т; бумага 3-го сорта использована на издание третьей книги в количестве 5 т.
3.ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ В ПАКЕТЕ MathCAD.
На складах A1, A2, A3  хранится  a1=100, a2=200, a3=120 едениц одного того же груза соответственно. Требуется доставить его трем потребителям  B1, B2, B3, заказы которых составляют  b1=200, b2=110, b3=80  едениц груза. Стоимость перевозки  Ci,j  единицы груза с  i – склада  j – ому потребителю указаны в транспортной таблице:

	
	b1=200
	b2=110
	b3=80

	a1=100
	4
	2
	6

	a2=200
	7
	5
	3

	a3=120
	1
	7
	6


Найти минимальную стоимость перевозок.

Для этого, сверх имеющихся n пунктов назначения b1, b2, b3,введём ещё один, фиктивный, пункт назначения b4, которому припишем фиктивную заявку, равную избытку запасов над заявками. А стоимость перевозок из всех пунктов отправления в фиктивный пункт назначения b4 будем считать равным нулю. Введением фиктивного пункта назначения B 4 с его заявкой b 4 мы сравняли баланс транспортной задачи и теперь его можно решать как обычную транспортную задачу с правильным балансом.

(количество перевезенного груза обозначим символами x1….xn  соответственно)

	
	b1 = 200
	b2 = 110
	b3 = 80
	b4 = 30

	a1 = 100
	4        x1
	2        x2
	6        x3
	0        x4

	a2 = 200
	7        x5
	5        x6
	3        x7
	0        x8

	a3 = 120
	1        x9
	7        x10
	6        x11
	0        x12


Дальнейшие рассчеты производим в среде MathCad.

Задаем начальные значения  X.
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Задаем общую стоимость перевозок:
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Задаем условия:
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Используя встроенную функцию Mimimize,  находим значения x1…x12 при которых F(x) будет минимальным. 
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Находим минимальную стоимость перевозки:
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Результаты заносим в транспортную таблицу:

	
	b1=200
	b2=110
	b3=80

	a1=100
	4        
	2       x2 =100
	6

	a2=200
	7        x5 = 80
	5       x6 = 10
	3        x7 = 80

	a3=120
	1        x9 =120
	7
	6


Минимальная стоимость перевозок:  F = 1170.

4. ВЫВОД.
Транспортная задача является представителем класса задач линейного программирования и поэтому обладает всеми каче​ствами линейных оптимизационных задач, но одновременно она имеет и ряд дополнительных полезных свойств, которые позво​лили разработать специальные методы ее решения.
Транспортная задача является одной из наиболее распространенных специальных задач линейного программирования. Частные постановки задачи рассмотрены рядом специалистов по транспорту, например О. Н. Толстым.
Первая строгая постановка транспортной задачи принадлежит Ф. Хичкоку, поэтому в зарубежной литературе ее называют проблемой Хичкока. 
Первый точный метод решения Т-задачи разработан Л. В. Канторовичем и М. К. Гавуриным. Под названием “транспортная задача” объединяется широкий круг задач с единой математической моделью. Данные задачи относятся к задачам линейного программирования и могут быть решены симплексным методом. Однако матрица системы ограничений транспортной задачи настолько своеобразна, что для ее решения разработаны специальные методы. Эти методы, как и симплексный метод, позволяют найти начальное опорное решение, а затем, улучшая его, получить оптимальное решение.
Метод последовательного приближения – с помощью этого метода можно очень близко подойти к оптимальному решению.
Метод имитационного моделирования – основан на методе Монте-Карло (использование случайных чисел) и требует огромного количества вычислений, так как рассматривается очень много вариантов решений.
К основным методам отыскания оптимальных решений относятся: 
       математическое программирование. В свою очередь методы математического программирования делятся на следующие: 
        линейное программирование, 
        нелинейное программирование,
        динамическое программирование,
        целочисленное программирование,
        стохастическое программирование,
        эвристическое программирование
       теория массового обслуживания, 
       сетевые модели планирования и управления, 
       имитационное моделирование.  

Рассмотренные выше классы задач можно решать указанными методами. Методами математического программирования решаются следующие классы задач:
       задачи управления запасами,
       задачи распределения ресурсов,
       задачи замены и ремонта оборудования,
       задачи выбора маршрута.
С помощью теории массового обслуживания решаются задачи массового обслуживания.
С использованием сетевых моделей планирования и управления можно решать:
       задачи массового обслуживания,
       задачи упорядочивания,
       задачи сетевого планирования.
Методом имитационного моделирования решаются комбинированные задачи. Данным методом можно решить задачу любого класса, однако, данный метод не является универсальным. Его применение ограничено следующими факторами:
1)     требуется наличие высококвалифицированных специалистов, т.к. он содержит в себе элементы всех вышеперечисленных методов;
2)     решение обходится дороже, чем при использовании других методов.
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