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I Теоретическая часть
1 Моделирование экономических систем с использованием Марковских случайных процессов
1.1 Основные понятия Марковских процессов

Функция Х(t) называется случайной, если ее значение при любом аргументе t является случайной.

Случайная функция Х(t) , аргументом которой является время, называется случайным процессом.

Марковские процессы являются частным видом случайных процессов . Особое место Марковских процессов среди других классов случайных процессов обусловлено следующими обстоятельствами: для Марковских процессов хорошо разработан математический аппарат, позволяющий решать многие практические задачи; с помощью Марковских процессов можно описать поведение достаточно сложных систем.

Определение. Случайный процесс, протекающий в какой либо системе S, называется Марковским, если он обладает следующим свойством: для любого момента времени 
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 вероятность любого состояния системы  в будущем (при 
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) и не зависит от того, когда и каким образом система  S пришла в  это состояние.
Классификация Марковских процессов. Классификация Марковских случайных процессов производится в зависимости от непрерывности и дискретности множества значений функций  Х(t) и параметра t. Различают следующие основные виды Марковских случайных процессов:
- с дискретными состояниями и дискретным временем (цепь Маркова);

- с непрерывными состояниями и дискретным временем (марковские последовательности );

- с дискретными состояниями и непрерывным временем (непрерывная цепь Маркова);

- с непрерывным состоянием  и непрерывным временем.


В данной работе будут рассматриваться  только марковские процессы с дискретными состояниями S1,S2,….,Sn. 
         Граф состояний. Марковские процессы с дискретными состояниями удобно иллюстрировать с помощью так называемого графа состояний , где кружками обозначены состояния  S1,S2,….,Sn системы S, а стрелками- возможные переходы из состояния в состояние. На графе отмечаются только непосредственные переходы, а не переходы через другие состояния . Возможные задержки в прежнем состоянии  изображают «петлей», т.е. стрелкой , направленной из данного состояния в него же. Число состояний системы может быть как конечным, так и бесконечным (но счетным ).

[image: image3]
Рисунок 1 - Граф состояния системы S.

1.2 Марковские цепи


Марковский случайные процесс с дискретными состояниями и дискретным временем  называют Марковской цепью. Для такого процесса моменты 
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, когда система S может менять свое состояние, рассматривают как последовательные шаги процесса, а в качестве аргумента, от которого зависит процесс, выступает не время t, номер шага 1, 2, ….., k, … Случайный процесс в этом случае характеризуется последовательностью состояний S(0), S(1), S(2),…..,S(k),…, где S(0)- начальное состояние системы (перед первым шагом); S(1)- состояние системы после первого шага; S(k)- состояние системы после k-го шага…

Событие {S(k)=Si}, состояние в том, что сразу после k-го шага система находится в состоянии Si(i=1,2,…), является случайным событием. Последовательность сосотояний S(0), S(1), S(2),…..,S(k),… можно рассматривать как последовательность случайных событий. Такая случайная последовательность событий называется Марковской цепью, если для каждого шага вероятность перехода из любого состояния Si в любом Sj не зависит от того, когда и как система пришла в состояние Si. Начальное состояние S(0) может быть заданием заранее или случайным.

Вероятностями  состояний цепи Маркова называются вероятности 
[image: image5.wmf])

(

k

P

j

 того, что после k-го шага ( и до (k+1)-го ) система S будет находиться в состоянии Si(i=1,2,…,n) . Очевидно, для любого k
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Начальным распределением вероятностей Марковской цепи называется распределение вероятностей состояний в начале процесса:
                                         P1(0),P2(0),…..,Pi(0),…,Pn(0).

В частном случае, если первоначальное состояние системы S в точности известно S(0)= Si, то начальная вероятность Pi(0)=1, а все остальные равны нулю.      Вероятность перехода на k-м шаге из состояния Si в состояние Sj при условии , что непосредственно перед этим она  находится в состоянии Si.


Поскольку система может пребывать в  одном из n состояний, то для каждого момента времени t необходимо задать 
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 вероятностей перехода Pij, которое удобно представить в виде следующей матрицы:
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где Pij- вероятность перехода за один шаг из состояния Si в состояние  Sj ,

      Pii- вероятность задержки системы в состояние Si .

Матрица называется переходной или матрицей переходных вероятностей.


Если переходные вероятности не зависят от номера шага, а зависят только от того, из какого состояния в какое осуществляется переход, то соответствующая цепь Маркова называется однородной.


Переходные вероятности однородной Марковской цепи Pij образуют квадратную матрицу размера n*n. Отметим некоторые ее особенности:

1. Каждая строка характеризует выбранное состояние системы, а ее элементы представляют собой вероятности всех возможных переходов за один шаг из выбранного состояния, в том числе и переход в самое себя.

2. Элементы столбцов показывают вероятности всех возможных переходов системы за один шаг в заданное состояние (иначе говоря, строка характеризует вероятность перехода системы из состояния, столбец -в состояние).
3. Сумма вероятностей каждой строки равна единице, так как переходы образуют полную группу несовместных событий:
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4. По главной диагонали матрицы переходных вероятностей стоят вероятности Pii того, что система не выйдет из состояния Si, а останется в нем.

Если для однородной Марковской цепи заданы начальное распределение вероятностей и матрица перехода вероятностей ||Pij|| , то вероятности состояний системы Pi(k) (
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2 Модель прогноза тенденции финансирования штатного состава фирмы
2.1 Качественная модель


Выделим в системе фирмы к- основных категорий (должностей).Рассмотрим ситуацию типичную для многих организаций , вступивших в определенную стадию  роста. Проблема заключается в том, что  численность старших должностей растет относительно более низких. Трудность заключается не в том ,что персонал старших рангов не желателен, а в том, что он выше оплачивается. 

         В период застоя  в росте ассигнований , перспектива постоянного роста расходов на заработную плату , ставит перед директором следующие вопросы:
  1 каков прогноз тенденции финансирования штатного состава,

  2 что может быть сделано для прекращения роста расходов или для снижения.
Построение математической модели.
Модель будем строить в два этапа:

1) На первом этапе дадим количественное описание системы;

2) На втором этапе введем ряд органичений относительно происходящих в ней изменений .
1) Количественные характеристики задачи- это запасы и потоки

Запасом будем называть количество людей в какой либо категории на данный момент времени 
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- количество людей в определенной должности Т- момент времени.

На данном этапе моделирование ранжирование класса по старшинству необходимо. Объем запасов могут меняться в любое время, но поведение всей системы опраксимируется по периоду наибольшего числа.


Потоки. Размер запасов измеряется из-за наличия потоков направленных как в систему (принятие) так из системы (увольнение) , а так же за счет перемещения внутри системы.


Поток, направленный внутри системы- это количество людей перешедших за один период времени из категории i и j : 
[image: image14.wmf])

(

T

ij

n



Потоком направленным за пределы системы (потоком увольнения)- называется количество людей уволившихся из данного класса во временной период 
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Соотношение между запасами и потоками в каком либо классе j на момент времени Т+1, будет выражать количество людей в категории j к моменту Т+1.
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Выразим количество людей оставшихся в категории j за период Т

                                      
[image: image18.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

1

1

,

T

ji

T

n

T

n

T

n

k

i

r

j

j

jj

å

=

+

-

-

=


Тогда (1) примет вид:
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(1)* Основное уравнение
(1)* соответствует системе уравнений, которое позволяет выявить основные ограничения в которых действует система.

Допущения относительно потоков.


Для начала построим статистическую модель , проведя статистическое исследование данных по запасам и потокам и получим модель. Рассмотрим потоки характеризующие повышения должности. Они характеризуются некоторой совокупностью факторов варьирующихся от одного к другому виду. Иногда количество повышений прямо связано с количеством образовавшихся вакансий.

В других случаях повышения происходят по достижении уровня квалификации. Возьмем за основу последнюю возможность, которая выражается пропорциональной зависимостью вида: 
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Замечание: Здесь не учитывается статистические колебания и такие допущения не учитываются, что уходит из системы на уровне отдельных лиц становится событием непредсказуемым. 


Реалистическая модель должна включать в себя элемент стохастичности. Допустим, что перемещения происходят независимо и каждый индивидуум в классе I характеризуется величиной 
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 - вероятностью перехода его в класс j за период Т+1,  и величиной 
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- это вероятность увольнения из фирмы. Тогда: 
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При этом допущении число лиц переходящих из класса i в класс j за год , случайная величина с биномиальным распределением при заданном начальном запасе 
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В организации или фирме с фиксированным общим числом сотрудников , общее число вновь набранных будет равняться числу ушедших.
 R(T+1)- вновь набранные за год.
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Обычно распределение лиц по классам определяется потребностями или политикой фирмы и поэтому фиксирована.


Следовательно, можно допустить, что доля общего числа нанимаемых 
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 зарезервирована для каждого класса i  причем:
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Допущения модели будут характеризоваться :

1) Матрицей 
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- это матрица вероятностей перехода сотрудников в другие классы или матрица управляющая перемещениями внутри системы.

2) Вектор вероятности ухода 
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3) Вектор распределения нанимаемых в классы 
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     4) Ограничением 
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Основное уравнение прогнозирования.

Перейдем к построению уравнения модели. Так как запасы следующего года случайные величины, то их значения не могут быть точно предсказаны в этих условиях используются ожидаемые величины случайной переменной.


Найдем математическое ожидание в обеих частях уравнения (1)
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[image: image36.wmf]))
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[image: image37.wmf]i
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[image: image39.wmf]r
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Тогда уравнение принимает вид  
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Если параметры модели известны, то запас следующего года Т+1 может быть найден по запасу текущего года Т путем перемножения матриц 
[image: image41.wmf])
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,т.е. система штатного финансирования фирмы может быть спрогнозирована цепью Маркова для которой вектором вероятности состояния  системы является вектор ожидаемого распределения сотрудников по классам 
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, а матрицей вероятности перехода системы является матрица Q . Такая цепь Маркова является искомой моделью прогноза.

Анализ.

Применяя аппарат цепей Маркова по формуле (5)* можно сделать прогноз ожидаемого числа сотрудников по каждой должности на любое количество или вперед опираясь на штатное расписание в начале прогноза.
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Возможен долгосрочный прогноз ожидания распределения сотрудников для ситуации когда система приходит в устойчивое положение - стационарное состояние цепи Маркова ; вектор стационарного состояния. 

Матрица Q действительно является МВПС цепи Маркова , так как для нее справедливо  основное уравнение МВПС:
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2.2 Прогноз возможности сохранения структуры через уравнения политикой фирмы
С обнаружением роста численности в более высоких классах с известной скоростью появляется задача управления ситуацией с помощью прогноза политики фирмы.
Предположим, что дирекция желает удержать систему на определенном уровне. 

Пусть 
[image: image46.wmf]n

 та структура которую желательно сохранить  
[image: image47.wmf]Q
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(6)

В  математических терминах задача прогноза управления сводится к нахождению такой матрицы Q  при которой выполняется равенство (6), но Q- это функция от Р, 
[image: image48.wmf]r

и

W

, а эти не все поддаются управлению:

- Естественные потери не находятся под непосредственным контролем администратора, а увольнения стараются избежать, т.е. 
[image: image49.wmf]W

 не самый удачный вариант для управления.

-  Перевод в более высокий класс находится под непосредственным контролем администратора и вектор приема так же является  непосредственным управлению.

1) Для начала прогноза сделаем допущения которые часто соответствует действительности. Допустим, что Р и 
[image: image50.wmf]W

 вообще не могут быть изменены и все управление должно быть реализовано через политику найма (через вектор 
[image: image51.wmf]r

), который может изменяться по желанию руководства при соблюдении условий 
[image: image52.wmf]0

³

r

,


[image: image53.wmf]1

1

=

å

=

k

i

i

r

 (7), так как 
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Условие сохранения структуры при управлении. При этом ограничение (7) будет выполняться если 
[image: image58.wmf]P
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2) Продолжим прогноз предполагая, что руководству необходимо сохранить без изменения политику найма и увольнения, и пытаться сохранить структуру, изменить политику перевода внутри системы , т.е. из класса в класс.

Из 
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Таким образом, используя (9) определяется политика перевода сохраняющей структуру и дается прогноз на будущее. 
II  Расчетная часть
  1 Реализация модели прогноза тенденции финансирования штатного состава фирмы

Цель:
1. Используя аппарат цепей Маркова, сделать прогнозы тенденции увеличения расходов на заработную плату,
2. Решить задачу административного управления:
- о возможности сохранения данной структуры штатов

- о достижимости оптимальной структуры                   


Постановка задачи:

Штат сотрудников некоторой организации составляет 1290 человек, которые разделяются на 5 основных категорий (классов), ранжированных в порядке увеличения уровня квалификации.


Известны:

· начальное распределение сотрудников по категориям 
[image: image65.wmf]n

(0);

	n=
	540
	320
	250
	120
	60
	


· распределение нанимаемых за год по категориям 
[image: image66.wmf]r

;

	r=
	0,7
	0,15
	0,1
	0,05
	0


· распределение вероятности увольнения за год по категориям 
[image: image67.wmf]w

;

	W=
	0,45
	0,38
	0,1
	0,2
	0,4


· матрица вероятностей перехода сотрудников из класса в класс за год P, определяющая политику повышений;

	
	0,4
	0,1
	0,05
	0
	0

	
	0
	0,4
	0,22
	0
	0

	P=
	0
	0
	0,8
	0,09
	0,01

	
	0
	0
	0
	0,6
	0,2

	
	0
	0
	0
	0
	0,6


Рассматривается заключительная фаза периода роста организации (количество штатных мест перестало увеличиваться).

     
Определим тенденцию к продолжительности роста расходов на зарплату.


Представим задачу в виде цепи Маркова, построив по данным МВПС Q.

1. Вычислим структуру классов на 5 лет вперед, определив 
[image: image68.wmf]n

(1), 
[image: image69.wmf]n

(2), 
[image: image70.wmf]n

(3), 
[image: image71.wmf]n

(4), 
[image: image72.wmf]n

(5) и сделав анализ тенденций роста численности высоких классов. 
2. Сделаем  долгосрочный прогноз ожидания состава сотрудников фирмы; через сколько лет система (фирма) достигнет стационарного состояния. 
Опираясь на теоретический материал рассмотренный в разделе 2, представим задачу в виде цепи Маркова, построив по данным МВПС Q :
             Q=P+
[image: image73.wmf]w

*
[image: image74.wmf]r


	
	0,45

	
	0,38

	W'=
	0,1

	
	0,2

	
	0,4


	
	0,315
	0,0675
	0,045
	0,0225
	0

	
	0,266
	0,057
	0,038
	0,019
	0

	W'R=
	0,07
	0,015
	0,01
	0,005
	0

	
	0,14
	0,03
	0,02
	0,01
	0

	
	0,28
	0,06
	0,04
	0,02
	0

	
	
	
	
	
	


	
	0,715
	0,1675
	0,095
	0,0225
	0
	1

	
	0,266
	0,457
	0,258
	0,019
	0
	1

	Q=
	0,07
	0,015
	0,81
	0,095
	0,01
	1

	
	0,14
	0,03
	0,02
	0,61
	0,2
	1

	
	0,28
	0,06
	0,04
	0,02
	0,6
	1


    Вычислим структуру классов на несколько лет вперед, определив 
[image: image75.wmf]n

(1), 
[image: image76.wmf]n

(2), 
[image: image77.wmf]n

(3), 
[image: image78.wmf]n

(4), 
[image: image79.wmf]n

(5) и сделав анализ тенденций роста численности высоких классов:        
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	период T
	Элементы n
	

	
	n1
	n2
	n3
	n4
	n5
	

	0
	540
	320
	250
	120
	60
	

	1
	522,32
	247,64
	341,16
	116,38
	62,5
	1290

	2
	497,0054
	213,0189
	394,6787
	121,1094
	64,1876
	1290

	3
	474,5773
	194,0028
	426,8538
	127,8849
	66,68122
	1290

	4
	457,3819
	182,3912
	446,1141
	134,2586
	69,85425
	1290

	5
	445,1275
	174,875
	457,34
	139,4322
	73,22541
	1290

	6
	436,8203
	169,9133
	463,5679
	143,3034
	76,39508
	1290

	7
	431,4263
	166,6541
	466,7474
	146,0388
	79,13341
	1290

	8
	428,0749
	164,5552
	468,1338
	147,8808
	81,35527
	1290

	9
	426,0974
	163,244
	468,5225
	149,0654
	83,07067
	1290

	10
	425,0081
	162,4579
	468,4036
	149,7898
	84,3407
	1290

	11
	424,4688
	162,0123
	468,0662
	150,2063
	85,24641
	1290

	12
	424,253
	161,7801
	467,6713
	150,4258
	85,86976
	1290

	13
	424,2145
	161,6759
	467,3004
	150,5254
	86,28374
	1290

	14
	424,2632
	161,6441
	466,9879
	150,5564
	86,54834
	1290

	15
	424,3461
	161,6499
	466,7425
	150,5514
	86,71016
	1290

	16
	424,4343
	161,6722
	466,5594
	150,5302
	86,8038
	1290

	17
	424,5138
	161,6995
	466,4286
	150,5042
	86,85392
	1290

	18
	424,5791
	161,7255
	466,3387
	150,4792
	86,87748
	1290

	19
	424,6296
	161,7477
	466,2792
	150,4579
	86,88571
	1290

	20
	424,6667
	161,7652
	466,2414
	150,4409
	86,88579
	1290

	21
	424,6929
	161,7784
	466,2186
	150,4281
	86,88207
	1290

	22
	424,7107
	161,7878
	466,2055
	150,4189
	86,87705
	1290

	23
	424,7223
	161,7943
	466,1987
	150,4126
	86,87208
	1290

	24
	424,7296
	161,7987
	466,1956
	150,4083
	86,86775
	1290

	25
	424,7339
	161,8015
	466,1947
	150,4056
	86,86427
	1290

	26
	424,7364
	161,8031
	466,1949
	150,404
	86,86164
	1290

	27
	424,7376
	161,8041
	466,1956
	150,403
	86,85972
	1290

	28
	424,7381
	161,8046
	466,1964
	150,4025
	86,85839
	1290

	29
	424,7382
	161,8049
	466,1972
	150,4022
	86,85749
	1290

	30
	424,7381
	161,805
	466,1979
	150,4021
	86,85691
	1290

	31
	424,738
	161,8049
	466,1984
	150,4021
	86,85655
	1290

	32
	424,7378
	161,8049
	466,1988
	150,4022
	86,85635
	1290

	33
	424,7376
	161,8048
	466,1991
	150,4022
	86,85623
	1290

	34
	424,7375
	161,8048
	466,1993
	150,4023
	86,85618
	1290

	35
	424,7374
	161,8047
	466,1994
	150,4023
	86,85616
	1290

	36
	424,7373
	161,8047
	466,1995
	150,4024
	86,85615
	1290

	37
	424,7372
	161,8047
	466,1995
	150,4024
	86,85616
	1290

	38
	424,7372
	161,8047
	466,1996
	150,4024
	86,85617
	1290

	39
	424,7372
	161,8046
	466,1996
	150,4024
	86,85618
	1290

	40
	424,7372
	161,8046
	466,1996
	150,4024
	86,85619
	1290

	41
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4024
	86,8562
	1290

	42
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,8562
	1290

	43
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85621
	1290

	44
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85621
	1290

	45
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85621
	1290

	46
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85621
	1290

	47
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85622
	1290

	48
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85622
	1290

	49
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85622
	1290

	50
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85622
	1290

	51
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85622
	1290

	52
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85622
	1290

	53
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85622
	1290

	54
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85622
	1290

	55
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85622
	1290


         Таким образом, анализируя полученные данные, из таблицы видно, что фирма достигнет стационарного состояния через 47 лет, т.е. распределение сотрудников по классам будет оптимальным. 
         За 47 лет произошло изменение в классах:
В первом классе число сотрудников уменьшилось с 540 до 425, во втором - классе уменьшилось на 152, в третьем – увеличение на 216, в четвертом – увеличилось на 30, в пятом – увеличилось с 60 до 87. Итак, видно, что фирме необходимы квалифицированные сотрудники, которые с получением опыта работы переходили в более высокий класс, а не сразу принимались на работу.   
         Выберем год, для которого структура кадров будет наилучшей. 

  С точки зрения обеспечения минимального расходования денежных средств предприятия на заработную плату, то заданному условию соответствует начальный период (нулевой год).
         Используя формулу управления наймом, найдем стратегию найма, при которой будет обеспечено сохранение выбранной структуры.
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 , сохранение структуры при управлении наймом будет выполняться , если 
1. r ≥ 0
2. 
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3.  n ≥ n*P
         Итак, 
	540
	320
	250
	120
	60
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	324
	138
	-47,4
	25,5
	-2,5


	r=
	0,740402
	0,315356
	-0,10832
	0,058272
	-0,00571


Условие       
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            соблюдается, но не все элементы вектора неотрицательны, что ведет к невыполнению условия: 
  n ≥ n*P
	540
	320
	250
	120
	60

	216
	182
	297,4
	99,5
	62


n =

[image: image87.wmf]=
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       Найденный вектор r говорит о том, что не существует стратегии найма, сохраняющей выбранную структуру.

         Но если выбрать стационарный вектор распределения сотрудников по классам, то видим:
	n47=
	424,7371
	161,8046
	466,1996
	150,4025
	86,85622

	
	
	
	
	
	

	
	0,4
	0,1
	0,05
	0
	0

	
	0
	0,4
	0,22
	0
	0

	P=
	0
	0
	0,8
	0,09
	0,01

	
	0
	0
	0
	0,6
	0,2

	
	0
	0
	0
	0
	0,6

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	n*P=
	169,8949
	107,1956
	429,7935
	132,1994
	86,85622

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	n*w'=
	364,0604
	0,002747
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	1
	0
	0
	0
	0

	
	0
	1
	0
	0
	0

	Е=
	0
	0
	1
	0
	0

	
	0
	0
	0
	1
	0

	
	0
	0
	0
	0
	1


	
	
	
	
	
	

	 
	0,6
	-0,1
	-0,05
	0
	0

	 
	0
	0,6
	-0,22
	0
	0

	Е-Р=
	0
	0
	0,2
	-0,09
	-0,01

	 
	0
	0
	0
	0,4
	-0,2

	 
	0
	0
	0
	0
	0,4


	
	
	
	
	
	
	

	
	254,8423
	54,60906
	36,40604
	18,20302
	-4,69495E-07
	

	
	254,8423
	54,60906
	36,40604
	18,20302
	-4,69495E-07
	

	n*(Е-P)
	254,8423
	54,60906
	36,40604
	18,20302
	-4,69495E-07
	

	
	254,8423
	54,60906
	36,40604
	18,20302
	-4,69495E-07
	

	
	254,8423
	54,60906
	36,40604
	18,20302
	-4,69495E-07
	


	r=
	0,7
	0,15
	0,1
	0,05
	-1,28961E-09
	1

	
	
	
	
	1
	
	


Таким образом, сохранение структуры фирмы при управлении наймом возможно на 47 году развития фирмы. Где и сохраняются условия сохранения структуры.
         Выберем год, для которого расходы на выплату заработной платы наименьшие и определим сохраняющую соответствующую структуре политику найма. Для этого:

зададим минимальный оклад, соответствующий первому классу штатного расписания. Примем его равным 100 у.е. и исследуем ситуацию, при которой оклад повышается равномерно на одну и ту же сумму (50 у.е.) при переходе из класса в класс. Т. е. в 1 классе 100 у.е., во 2 – 150 у.е., в 3- 200 у.е., в 4 – 250 у.е., в 5 классе 300 у.е. 
Представим совокупное распределение суммарной з/п по классам в таблице:

	54000
	48000
	50000
	30000
	18000
	200000

	52232
	37146
	68232
	29095
	18750
	205455

	49700,54
	31952,83
	78935,74
	30277,34
	19256,28
	210122,7

	47457,73
	29100,41
	85370,77
	31971,23
	20004,37
	213904,5

	45738,19
	27358,68
	89222,82
	33564,65
	20956,28
	216840,6

	44512,75
	26231,24
	91467,99
	34858,05
	21967,62
	219037,7

	43682,03
	25486,99
	92713,58
	35825,86
	22918,52
	220627

	43142,63
	24998,12
	93349,48
	36509,69
	23740,02
	221739,9

	42807,49
	24683,28
	93626,76
	36970,21
	24406,58
	222494,3

	42609,74
	24486,6
	93704,51
	37266,34
	24921,2
	222988,4

	42500,81
	24368,68
	93680,72
	37447,44
	25302,21
	223299,9

	42446,88
	24301,84
	93613,25
	37551,57
	25573,92
	223487,5

	42425,3
	24267,02
	93534,27
	37606,46
	25760,93
	223594

	42421,45
	24251,39
	93460,08
	37631,36
	25885,12
	223649,4

	42426,32
	24246,62
	93397,59
	37639,1
	25964,5
	223674,1

	42434,61
	24247,48
	93348,5
	37637,85
	26013,05
	223681,5

	42443,43
	24250,84
	93311,88
	37632,55
	26041,14
	223679,8

	42451,38
	24254,92
	93285,71
	37626,05
	26056,18
	223674,2

	42457,91
	24258,83
	93267,73
	37619,8
	26063,24
	223667,5

	42462,96
	24262,15
	93255,84
	37614,46
	26065,71
	223661,1

	42466,67
	24264,78
	93248,29
	37610,22
	26065,74
	223655,7

	42469,29
	24266,75
	93243,72
	37607,04
	26064,62
	223651,4

	42471,07
	24268,17
	93241,11
	37604,74
	26063,12
	223648,2

	42472,23
	24269,15
	93239,74
	37603,15
	26061,62
	223645,9

	42472,96
	24269,8
	93239,13
	37602,08
	26060,33
	223644,3

	42473,39
	24270,22
	93238,94
	37601,4
	26059,28
	223643,2

	42473,64
	24270,47
	93238,98
	37600,99
	26058,49
	223642,6

	42473,76
	24270,62
	93239,12
	37600,75
	26057,92
	223642,2

	42473,81
	24270,7
	93239,28
	37600,62
	26057,52
	223641,9

	42473,82
	24270,73
	93239,44
	37600,56
	26057,25
	223641,8

	42473,81
	24270,74
	93239,57
	37600,54
	26057,07
	223641,7

	42473,8
	24270,74
	93239,68
	37600,54
	26056,97
	223641,7

	42473,78
	24270,74
	93239,76
	37600,55
	26056,9
	223641,7

	42473,76
	24270,73
	93239,81
	37600,56
	26056,87
	223641,7

	42473,75
	24270,72
	93239,85
	37600,57
	26056,85
	223641,7

	42473,74
	24270,71
	93239,88
	37600,58
	26056,85
	223641,8

	42473,73
	24270,71
	93239,89
	37600,59
	26056,85
	223641,8

	42473,72
	24270,7
	93239,91
	37600,6
	26056,85
	223641,8

	42473,72
	24270,7
	93239,91
	37600,6
	26056,85
	223641,8

	42473,72
	24270,7
	93239,91
	37600,61
	26056,85
	223641,8

	42473,72
	24270,7
	93239,92
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,92
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,92
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,92
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,92
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,92
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,91
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,91
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,91
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,91
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,91
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,91
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,91
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,91
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,91
	37600,61
	26056,86
	223641,8

	42473,71
	24270,69
	93239,91
	37600,61
	26056,86
	223641,8


         Видно, что наименьшие расходы на выплату з/п соответствуют начальной структуре  политики найма которой мы рассматривали выше.

         Исследуем ситуацию, когда оклад повышается из класса в класс на величину NS, S - размер минимального оклада (100 у.е.), N - номер класса. Т.е.,  в 1 классе 100 у.е., во 2 – (100+200) у.е., в 3- (300+300) у.е., в 4 – (600+400) у.е., в 5 классе (1000+500) у.е. 

	54000
	96000
	150000
	120000
	90000
	510000

	52232
	74292
	204696
	116380
	93750
	541350

	49700,54
	63905,66
	236807,2
	121109,4
	96281,4
	567804,2

	47457,73
	58200,83
	256112,3
	127884,9
	100021,8
	589677,6

	45738,19
	54717,35
	267668,5
	134258,6
	104781,4
	607164

	44512,75
	52462,49
	274404
	139432,2
	109838,1
	620649,5

	43682,03
	50973,99
	278140,7
	143303,4
	114592,6
	630692,8

	43142,63
	49996,23
	280048,5
	146038,8
	118700,1
	637926,2

	42807,49
	49366,56
	280880,3
	147880,8
	122032,9
	642968,1

	42609,74
	48973,21
	281113,5
	149065,4
	124606
	646367,8

	42500,81
	48737,36
	281042,2
	149789,8
	126511
	648581,1

	42446,88
	48603,69
	280839,7
	150206,3
	127869,6
	649966,2

	42425,3
	48534,03
	280602,8
	150425,8
	128804,6
	650792,6

	42421,45
	48502,77
	280380,2
	150525,4
	129425,6
	651255,5

	42426,32
	48493,23
	280192,8
	150556,4
	129822,5
	651491,2

	42434,61
	48494,96
	280045,5
	150551,4
	130065,2
	651591,7

	42443,43
	48501,67
	279935,6
	150530,2
	130205,7
	651616,7

	42451,38
	48509,85
	279857,1
	150504,2
	130280,9
	651603,4

	42457,91
	48517,66
	279803,2
	150479,2
	130316,2
	651574,2

	42462,96
	48524,3
	279767,5
	150457,9
	130328,6
	651541,2

	42466,67
	48529,56
	279744,9
	150440,9
	130328,7
	651510,7

	42469,29
	48533,51
	279731,1
	150428,1
	130323,1
	651485,2

	42471,07
	48536,34
	279723,3
	150418,9
	130315,6
	651465,3

	42472,23
	48538,3
	279719,2
	150412,6
	130308,1
	651450,5

	42472,96
	48539,6
	279717,4
	150408,3
	130301,6
	651439,9

	42473,39
	48540,44
	279716,8
	150405,6
	130296,4
	651432,7

	42473,64
	48540,94
	279716,9
	150404
	130292,5
	651427,9

	42473,76
	48541,24
	279717,3
	150403
	130289,6
	651424,9

	42473,81
	48541,39
	279717,8
	150402,5
	130287,6
	651423,1

	42473,82
	48541,46
	279718,3
	150402,2
	130286,2
	651422,1

	42473,81
	48541,49
	279718,7
	150402,1
	130285,4
	651421,5

	42473,8
	48541,48
	279719
	150402,1
	130284,8
	651421,3

	42473,78
	48541,47
	279719,3
	150402,2
	130284,5
	651421,2

	42473,76
	48541,45
	279719,4
	150402,2
	130284,3
	651421,2

	42473,75
	48541,44
	279719,6
	150402,3
	130284,3
	651421,3

	42473,74
	48541,42
	279719,6
	150402,3
	130284,2
	651421,4

	42473,73
	48541,41
	279719,7
	150402,4
	130284,2
	651421,4

	42473,72
	48541,4
	279719,7
	150402,4
	130284,2
	651421,5

	42473,72
	48541,4
	279719,7
	150402,4
	130284,3
	651421,5

	42473,72
	48541,39
	279719,7
	150402,4
	130284,3
	651421,6

	42473,72
	48541,39
	279719,7
	150402,4
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,4
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	42473,71
	48541,39
	279719,7
	150402,5
	130284,3
	651421,6

	
	
	
	
	
	


         Рассматривая 1 и 2 варианты начисления заработной платы по классам , минимальный фонд заработной платы соответствует начальной структуре. Но при ней не сохраняется стратегия найма. Если рассматривать 47 период при котором структура кадров будет наилучшей то фонд заработной платы не намного повысится. Но и за такой большой период может  очень многое произойти что повлияет и на политику найма и на фонд заработной  платы.
2 Прогноз
         Таким образом, анализируя полученные данные, из таблиц видно, что фирма достигнет стационарного состояния через 47 лет, т.е. распределение сотрудников по классам будет оптимальным. 

         За 47 лет произошло изменение в классах:

В первом классе число сотрудников уменьшилось с 540 до 425, во втором - классе уменьшилось на 152, в третьем – увеличение на 216, в четвертом – увеличилось на 30, в пятом – увеличилось с 60 до 87. Итак, видно, что фирме необходимы квалифицированные сотрудники, которые с получением опыта работы переходили в более высокий класс, а не сразу принимались на работу.   

         С точки зрения обеспечения минимального расходования денежных средств предприятия на заработную плату, то заданному условию соответствует начальный период (нулевой год).
         Таким образом, сохранение структуры фирмы при управлении наймом возможно на 47 году развития фирмы. Где и сохраняются условия сохранения структуры.
         Рассматривая 1 и 2 варианты начисления заработной платы по классам , минимальный фонд заработной платы соответствует начальной структуре. Но при ней не сохраняется стратегия найма. Если рассматривать 47 период при котором структура кадров будет наилучшей то фонд заработной платы не намного повысится. Но и за такой большой период может  очень многое произойти что повлияет и на политику найма и на фонд заработной  платы.
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