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Введение

Процесс решения задачи

         Существенным отличием задач, рассматриваемых при изучении информатики и математики, является то, что они ``полностью определены'', т.е. четко описаны на подходящем языке. Чаще всего это язык математики. Задачи, с которыми мы сталкиваемся в реальной жизни, не являются полностью определёнными. Чаще всего они описаны на естественном языке, который с точки зрения формального описания обладает четырьмя недостатками: он неполон, избыточен, неодназначен и неточен. 

      Поставить задачу означает прежде всего понять условие задачи (т.е. удалить неполноту, избыточность и неодназначность) или, другими словами, найти соответствующее представление. На самом деле задача понята только тогда, когда найдено такое представление, в котором все элементы задачи представлены без избыточности и многозначности. Условие задачи при этом записываются в формализованном виде. Задача становится одновременно и более абстрактной и более строгой. В этом случае говорят о задаче в замкнутой форме или о замкнутой формулировке задачи. 

       С математической точки зрения можно предложить такой общий шаблон для задачи в замкнутой форме: Найти в заданном множестве X элементы x, удовлетворяющие заданным ограничениям K(x). Примером такой задачи может служить задача решения уравнения: ``из множества натуральных чисел x выбрать такие числа, которые удовлетворяют уравнению x3+84=37x''. 

Для одной и той же задачи всегда можно привести несколько разных замкнутых формулировок. Не всегда при этом есть одна наиболее ``естественная'' формулировка. (Слово ``естественная'' в данном случае надо понимать не как ``напрашивающаяся'', а скорее как ``наиболее простая''.) Если даже такая формулировка одна, не всегда просто её найти. Иногда нахождение такой формулировки – основное в решении задачи. 

Подход человека к решению задачи включает следующие основные этапы: 

1. Выяснение смысла условий задачи. 

2. Первые выводы из условий задачи. 

3. Проигрывание ситуации, обдумывание. 

4. Выбор наилучшего представления – поиск замкнутой формулировки задачи. 

5. Частичное (возврат к пункту 2) или общее решение. 

6. Проверка и обобщение решения. 

Понятие комбинаторной задачи

       Задачи дискретной математики, к которым относится большинство олимпиадных задач по информатике, часто сводятся к перебору различных комбинаторных конфигураций объектов и выбору среди них наилучшего, с точки зрения условия той или иной задачи. Поэтому знание алгоритмов генерации наиболее распространенных комбинаторных конфигураций является необходимым условием успешного решения олимпиадных задач в целом. Важно также знать количество различных вариантов для каждого типа комбинаторных конфигураций, так как это позволяет реально оценить вычислительную трудоемкость выбранного алгоритма решения той или иной задачи на перебор вариантов и, соответственно, его приемлемость для решения рассматриваемой задачи, с учетом ее размерности. Кроме того, при решении задач полезным оказывается умение для каждой из комбинаторных конфигураций выполнять следующие операции: по имеющейся конфигурации получать следующую за ней в лексикографическом порядке; определять номер данной конфигурации в лексикографической нумерации всех конфигураций; и, наоборот, по порядковому номеру выписывать соответствующую ему конфигурацию.

Перечисленные подзадачи в программировании обычно рассматривают для следующих комбинаторных конфигураций: перестановки элементов множества, подмножества множества, сочетания из n элементов множества по k элементов (k-элементные подмножества множества, состоящего из n(k элементов), размещения (упорядоченные подмножества множества, то есть отличающиеся не только составом элементов, но и порядком элементов в них), разбиения множества (множество разбивается на подмножества произвольного размера так, что каждый элемент исходного множества содержится ровно в одном подмножестве), разбиения натуральных чисел на слагаемые, правильные скобочные последовательности (различные правильные взаимные расположения n пар открывающихся и закрывающихся скобок).
Понятие комбинаторной задачи не имеет строгого определения. Иногда говорят о комбинаторных задачах в достаточно узком смысле слова, имея в виду практические задачи, при решении которых возникают проблемы с большим (и часто неприемлемым) количеством операций (а, значит, и времени). Мы будем иметь дело с учебными задачами и нам ближе следующий подход. 
 Задачу имеет смысл называть комбинаторной, если ее решение состоит в переборе элементов x множества X. (При этом наравне с термином ``комбинаторная'' вполне подходит термин ``переборная''.) Как видим, такое определение описывает не саму задачу, а скорее её решение. Ведь, подходя формально, любую задачу можно пытаться решать таким методом. Надо заметить, что никакого парадокса здесь нет. Действительно, очень большое количество реальных задач – задачи переборные и только для некоторых найдены способы избегать перебора.
Динамическое программирование

Основные определения

Многие олимпиадные задачи, а также задачи практического программирования, являются задачами на перебор вариантов и выбор среди этих вариантов допустимого или наилучшего по тому или иному критерию. Однако рассмотреть все варианты, в силу чрезвычайно большого их количества, зачастую не представляется возможным 

К счастью, для ряда задач, сходных по формулировке с проблемами, действительно требующими полного перебора вариантов, можно найти гораздо более эффективное решение. Чаще всего в таких случаях решение сводится к нахождению решений подзадач меньшей размерности, которые запоминаются в таблице и никогда более не пересчитываются, а подзадачи большей размерности используют эти уже найденные решения. Такой метод называется динамическим программированием, еще его называют табличным методом. В общей же форме под динамическим программированием понимают процесс пошагового решения задачи оптимизации, при котором на каждом шаге из множества допустимых решений выбирается одно, которое оптимизирует заданную целевую или критериальную функцию. Иногда вместо оптимизационной тем же методом решается задача подсчета количества допустимых решений. В этом случае на каждом шаге вместо выбора оптимального решения производится суммирование решений подзадач меньшей размерности, причем они по формулировке не всегда полностью совпадают с исходной задачей (соответствующие примеры будут рассмотрены ниже). В обоих случаях найденное на текущем шаге решение обычно заносится в таблицу. Как правило, связь задач и подзадач формулируется в виде некоторого “принципа оптимальности” и выражается системой уравнений (рекуррентных соотношений).

Основы теории динамического программирования были заложены Р. Беллманом Заметим, что слово программирование в приведенном названии (dynamic programming), также как и в “линейном программировании” (linear programming) не означает составление программ для компьютера.

Для решения задачи оптимизации, в которой требуется построить решение с максимальным или минимальным (оптимальным) значением некоторого параметра, алгоритм, основанный на динамическом программировании, можно сформулировать так:

1) выделить и описать подзадачи, через решение которых будет выражаться искомое решение,

2) выписать рекуррентные соотношения (уравнения), связывающие оптимальные значения параметра для подзадач,

3) вычислить оптимальное значение параметра для всех подзадач,

4) построить само оптимальное решение, используя полученную информацию.

Если нас интересует только значение параметра, то шаг 4 в алгоритме не нужен (такая ситуация характерна, например, для задач подсчета количеств допустимых вариантов или некоторых конфигураций, в том числе и комбинаторных). Однако, в случае необходимости построения самогó оптимального решения иногда приходится в процессе выполнения шага 3 алгоритма получать и хранить дополнительную информацию. Зачастую именно шаг 4 оказывается самым сложным при реализации подобных алгоритмов.

Условия применимости динамического программирования

Попробуем формализовать свойство задачи, которое позволяет применять указанный метод. Пусть мы нашли решение исходной задачи, тогда любая часть этого решения или любая подзадача, через которую выражается решение исходной задачи, также в свою очередь является решением аналогичной задачи меньшей размерности. То есть оптимальное решение задачи содержит оптимальные решения ее подзадач. Чтобы убедиться, что задача обладает этим свойством, надо показать, что, улучшая решение подзадачи, мы улучшим и решение исходной задачи.

Как только свойство оптимальности для подзадач установлено, обычно становится ясно, с каким именно множеством подзадач будет иметь дело алгоритм. А, так как динамическое программирование в сущности вычисляет решение для всех подзадач, то количество различных подзадач, непосредственно через которые выражается решение задач большей размерности, должно быть таким, чтобы было возможно все их (или по крайней мере ту часть, которая непосредственно необходима для решения задач большей размерности) запомнить в таблице. Это и есть второе свойство задачи, существенное при использовании динамического программирования. Благодаря этому свойству при рекурсивном способе решения подобных проблем мы многократно выходим на одни и те же подзадачи. В таком случае говорят, что у переборной задачи (оптимизационной или подсчета количеств) имеются перекрывающиеся подзадачи. В типичных случаях (но не всегда !!!) количество различных подзадач полиномиально зависит от размера исходных данных. Алгоритм, основанный на динамическом программировании, решает каждую из подзадач единожды и заносит его в таблицу. Когда эта же подзадача встречается снова, программа не тратит время на ее решение, а берет готовый ответ из таблицы. Поэтому общее время решения пропорционально размеру заполняемой таблицы в целом, хотя зачастую на этапе реализации алгоритма хранению подлежит лишь ее часть, например, одна строка. В любом случае это время существенно меньше времени перебора всех возможных вариантов с целью выбора среди них лучшего или подсчета общего количества допустимых вариантов.

Пример решения комбинаторной задачи с помощью динамического программирования

Как же развернуться погрузчикам на складе, чтобы быстрее разгрузить товар? 

1. Перед менеджером по логистике стоит задача распределить имеющиеся десять погрузчиков таким образом, чтобы обеспечить максимальную скорость разгрузки прибывающего на склад товара. 
2. На складе имеется четверо ворот, через которые осуществляется разгрузка прибывающего на склад товара

3. Характеристика ворот (мест разгрузки товара) или зависимость производительности погрузчиков от их количества на каждом месте разгрузки представлены в таблице. 

Таблица 1.

Зависимость производительности погрузчиков от их количества на каждом месте разгрузки.

	Количество погрузчиков в группе
	Производительность группы погрузчиков тонн/час

	
	1 ворота
	2 ворота
	3 ворота
	4 ворота

	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0,28
	0,25
	0,15
	0,20

	2
	0,45
	0,41
	0,25
	0,33

	3
	0,65
	0,55
	0,40
	0,42

	4
	0,78
	0,65
	0,50
	0,48

	5
	0,90
	0,75
	0,62
	0,53

	6
	1,02
	0,80
	0,73
	0,56

	7
	1,13
	0,85
	0,82
	0,58

	8
	1,23
	0,88
	0,90
	0,60

	9
	1,32
	0,90
	0,96
	0,60

	10
	1,38
	0,90
	1,00
	0,60


Эта задача по своей природе комбинаторная. Речь идет о том, чтобы перебрать все разбиения 10 погрузчиков на 4 группы, а это 286 комбинаций. Только так можно вычислить производительность, соответствующую каждой комбинации. И это еще что! А если руководителю вынь да положь оптимальное решение по распределению не 10, а 9, 8, 7, . . . , 2 или 1 погрузчика?! Вычисления в таком объеме займут несколько рабочих дней. 

Итак, для того чтобы решить эту комбинаторную задачу, есть смысл использовать метод так называемого динамического программирования. Рассмотрим алгоритм действий. 
Примем следующие условные обозначения:
f1(x) – функция производительности А погрузчиков, соответствующая I воротам,
f2(x) – функция производительности А погрузчиков, соответствующая II воротам,
f3(x) – функция производительности А погрузчиков, соответствующая III воротам,
f4(x) – функция производительности А погрузчиков, соответствующая IV воротам;
а также:
F1,2(А) —оптимальное распределение, когда А погрузчики назначаются для I и II ворот вместе,
F1,2,3(A)—оптимальное распределение, когда А погрузчики назначаются за I, II и III воротами вместе,
F1,2,3,4(A)—оптимальное распределение, когда А погрузчики назначаются за I, II, III и IV воротами вместе.
Под оптимальным распределением понимается такое распределение А погрузчиков, при котором их суммарная производительность будет максимальной.
Таким образом, чтобы определить F1,2(2), надо вычислить:
f1(0) + f2(2) = 0,00 + 0,41 =0,41;
f1(1) + f2(1) = 0,28+ 0,25 = 0,53;
f1(2) + f2(0) = 0,45 + 0,00 = 0,45;
Получим F1,2(2) = 0,53.
Вычисляем таким же способом значения F1,2(0), F1,2(1), F1,2(2), …, F1,2(9), F1,2(10), что дано в таблице 2. 

Таблица 2.

Оптимальное распределение, когда А погрузчики назначаются за I и II воротами 

F1, 2 (А) = max [f1 (х) + f2 (А - х)] 

	Количество A погрузчиков
	f1(x)
	f2(x)
	F1,2(A)
	Оптимальное распределение погрузчиков для I и II ворот

	1
	0,28
	0,25
	0,28
	(1,0)

	2
	0,45
	0,41
	0,53
	(1,1)

	3
	0,65
	0,55
	0,70
	(2,1)

	4
	0,78
	0,65
	0,90
	(3,1)

	5
	0,90
	0,75
	1,06
	(3,2)

	6
	1,02
	0,80
	1,20
	(3,3)

	7
	1,13
	0,85
	1,33
	(4,3)

	8
	1,23
	0,88
	1,45
	(5,3)

	9
	1,23
	0,90
	1,57
	(6,3)

	10
	1,38
	0,90
	1,68
	(7,3)


Таблица 2 позволяет определить варианты, соответствующие оптимальной производительности при данном количестве погрузчиков. Например, если за I и II воротами целесообразно закрепить четыре погрузчика, за I воротами - три, то за II воротами хватит и одного погрузчика. Именно это и означает цифра 3,1 в пятом столбце, производительность при этом равна 0,90 тонн/час. Если за I и II воротами закрепить 10 погрузчиков, то следует выбрать вариант 7,3. При таком распределении оптимальная производительность составляет 1,68. 

Далее вычисляем F1,2,3(A), т. е. ищем оптимальную комбинацию, когда А погрузчики распределяются по I, II и III воротам. Результаты представлены в таблице 3. Таким образом, например, если распределять 7 погрузчиков между I, II и III воротами, то оптимальная производительность для этой группы будет соответствовать варианту 3, 3, 1 и достигнет 1,35 тонн/час. 

Таблица 3.

Оптимальное распределение, когда А погрузчики назначаются за I,II и III воротами 

F1,2,3 (А) = max [F1,2 (х) + f3 (А - х)] 

	A
	F1,2(x)
	f3(x)
	F1,2,3(A)
	Оптимальный вариант распределения

	
	
	
	
	I и II
	I,II и III

	1
	0,28
	0,15
	0,28
	(1,0)
	(1,0,0)

	2
	0,53
	0,25
	0,53
	(1,1)
	(1,1,0)

	3
	0,70
	0,40
	0,70
	(2,1)
	(2,1,0)

	4
	0,90
	0,50
	0,90
	(3,1)
	(3,1,0)

	5
	1,06
	0,62
	1,06
	(3,2)
	(3,2,0)

	6
	1,20
	0,73
	1,21
	(3,3)
	(3,2,1)

	7
	1,33
	0,82
	1,35
	(4,3)
	(3,3,1)

	8
	1,45
	0,90
	1,48
	(5,3)
	(4,3,1)

	9
	1,57
	0,96
	1,60
	(6,3)
	(5,3,1) или (3,3,3)

	10
	1,68
	1,00
	1,73
	(7,3)
	(4,3,3)


Определим оптимальную производительность F1,2,3,4(A) при распределении А погрузчиков для I, II, III и IV ворот и подытожим результаты в таблице 4. 

Таблица 4.

Оптимальное распределение, когда А погрузчики назначаются за I,II и III и IV воротами 

F1,2,3,4 (А) = max [F1,2,3 (х) + f4 (А - х)] 

	A
	F1,2,3(x)
	f4(x)
	F1,2,3,4(A)
	Оптимальный вариант распределения

	
	
	
	
	I,II и III
	I,II,III и IV

	1
	0,28
	0,20
	0,28
	(1,0,0)
	(1,0,0,0)

	2
	0,53
	0,33
	0,53
	(1,1,0)
	(1,1,0,0)

	3
	0,70
	0,42
	0,73
	(2,1,0)
	(1,1,0,1)

	4
	0,90
	0,48
	0,90
	(3,1,0)
	(3,1,0,0) или (2,1,0,1)

	5
	1,06
	0,53
	1,10
	(3,2,0)
	(3,1,0,1)

	6
	1,21
	0,56
	1,26
	(3,2,1)
	(3,2,0,1)

	7
	1,35
	0,58
	1,41
	(3,3,1)
	(3,2,1,1)

	8
	1,48
	0,60
	1,55
	(4,3,1)
	(3,3,1,1)

	9
	1,60
	0,60
	1,68
	(5,3,1) или (3,3,3)
	(4,3,1,1) или (3,3,1,2)

	10
	1,73
	0,60
	1,81
	(4,3,3)
	(4,3,1,2)


В конце концов, менеджер по логистике может представить руководителю несколько вариантов оптимального распределения погрузчиков (см. табл. 5). 

Таблица 5.

Варианты оптимального распределения погрузчиков 

	Если вы располагаете количеством погрузчиков
	Ворота
	И вы получите оптимальную производительность (тонн/час)

	
	I
	II
	III
	IV
	

	1
	1
	0
	0
	0
	0,28

	2
	1
	1
	0
	0
	0,53

	3
	1
	1
	0
	1
	0,73

	4
	3
	1
	0
	0
	0,90

	
	2
	1
	0
	1
	

	5
	3
	1
	0
	1
	1,10

	6
	3
	2
	0
	1
	1,26

	7
	3
	2
	1
	1
	1,41

	8
	3
	3
	1
	1
	1,55

	9
	4
	3
	1
	1
	1,68

	
	3
	3
	1
	2
	

	10
	4
	3
	1
	2
	1,81


Итак, сформулируем ответ. Чтобы обеспечить максимальную производительность 10 погрузчиков на складе, необходимо их распределить следующим образом: 4 погрузчика должны работать на разгрузке товара, прибывающего через первые ворота, 3 погрузчика – через вторые, 1 - через третьи и 2 - через четвертые. 

Задача о расстановке n ферзей.

 N ферзей. На шахматной доске размером n n требуется расставить n ферзей, так, чтобы они не били друг друга. 

Построим замкнутую формулировку этой задачи. Позицию будем записывать в виде набора, состоящего из координат x, y всех ферзей. Условие xi  xj (yi  yj) означает то, что i-ый и j-ый ферзи стоят на разных вертикалях (горизонталях). Условия xi+yi  xj+yj и xi-yi  xj-yj означают что i-ый и j-ый ферзи не стоят на одной диагонали. Получаем следующую замкнутую формулировку: Найти набор (x1,y1,x2,y2,...,xn,yn), xi, yi  {1,...,n}, такой что: xi  xj, yi  yj, xi+yi  xj+yj, xi-yi  xj-yj для всех i, j  {1,...,n}. Заметим, что среди координат x ферзей x1,x2,...,xn ровно один раз встречается каждое из чисел 1,2,...,n. Таким образом, достаточно перебирать только координаты y. Номера же ферзей можно рассматривать как координаты x. Итак, переформулируем задачу: Найти набор (y1,y2,...,yn), yi  {1,...,n}, такой что: yi  yj, i+yi  j+yj, i-yi  j-yj для всех i, j  {1,...,n}. 

Нарисуем пространство для n=3 (это слишком небольшое число для данной задачи и в этом случае вообще нет решения, но нам важно понять, что представляет из себя пространство перебора). Пространство перебора – множество {(y1,y2,y3) : y1,y2,y3  {1,2,3}}. На рисунке элементы пространства перебора отмечены точками. 
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Напрашивающийся алгоритм перебора состоит в последовательном переборе сначала (т.е. на верхнем уровне перебора) трёх плоскостей, потом – прямой на плоскости (см. рисунок 2) и наконец – точки на прямой. Каждый уровень перебора соответствует перебору положения для одного ферзя. 

В общем случае такой алгоритм состоит в последовательном переборе сначала положения для первого ферзя, после каждого выбора такого положения – в переборе положения для второго ферзя и т.д. Алгоритм записывается с помощью n вложенных циклов: 

 for i1 := 1  to n  do begin
      ферзь[1] := i1;

      for i2 := 1  to n  do begin
          ферзь[2] := i2;

          for i3 := 1  to n  do begin
             ферзь[3] := i3;

             ...

             ...  <проверка построенной позиции>

          end;

      end;

 end;

Приведённый алгоритм типичен. Пространство перебора часто состоит из наборов элементов и те значения, которые может принимать каждый элемент, перебираются последовательно – после выбора значения для одного элемента перебираются все возможные значения для следующего и т.д. 

Таким образом, пространство перебора всегда – параллелепипед. (В общем случае – множество наборов {(y1,...,yn) : y1  Y1, yn  Yn}, Y1, ..., Yn  Y.) Такое пространство можно задать, задав множества Y1, ..., Yn. В нашем случае это означает, что мы должны указать, какие значения разрешены для каждого из ферзей. Так мы приходим к компактному представлению пространства перебора, с которым и будем работать в дальнейшем. 

На рисунках 4, 5, 6 показаны те же пространства перебора, что и на рисунках 1, 2, 3 соответственно. Там, где значение для ферзя запрещено – квадрат изображён чёрным цветом, где разрешено – белым. В дальнейшем мы будем вертикали, соответствующие ферзям изображать вплотную (у нас получится шахматная доска). 
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Проследим, какими будут первые полностью построенные позиции при приведённом алгоритме. Сначала будет рассмотрен вариант, когда все ферзи занимают положение 1, потом последний ферзь займёт положение 2 и т.д. Но постойте! Ведь уже когда первый ферзь занимает положение 1, то все позиции, в которых второй ферзь занимает положение 1 или 2 будут заведомо неприемлемы. Т.о. первые 2 · nn-2 вариантов будут рассмотрены впустую. Но ведь это можно было заметить уже при расстановке второго ферзя. 

Иначе говоря, из пространства перебора заведомо можно удалить варианты, когда второй ферзь занимает положение 1 или 2. Для случая n=3 сокращённое пространство перебора показано на рис. 3. 

Такое сокращение можно реализовать проверкой совместимости положения выбираемого ферзя с выбранными ранее. Улучшенный алгоритм будет выглядеть следующим образом. (Мы специально не приводим конкретный алгоритм, который будет немного более эффективным, а записываем алгоритм в общей форме, которая подойдёт и для решения других задач). 

 for i1 := 1  to n  do begin
    ферзь[1] := i1;

    for i2 := 1  to n  do begin
       ферзь[2] := i2;

              { проверка частично построенной позиции }

       if <ферзь[2] не бьёт ферзь[1]>  then

          for i3 := 1  to n  do begin
              ферзь[3] := i3;

                     { проверка частично построенной позиции }

              if <ферзь[3] не бьёт предыдущих>  then

                  for i4 := 1  to n  do begin

                      ...

                      if <ферзь[n] не бьёт предыдущих>  then
                            <решение найдено>

                  end;

          end;

    end;

 end;

Понятно, что очень важно отсечь ненужные варианты на наиболее ранних этапах перебора. При этом мы по-существу отсекаем сразу группу ``лишних'' вариантов. 

При сокращении пространства перебора надо иметь в виду насколько сокращается пространство и соотносить размер этого сокращения с затратами на его реализацию. Если размер сокращения не велик по сравнению с общим объёмом перебора, то обычно не стоит ``городить огород'' и реализовывать такое сокращение, так как затраты на выполнение более сложной схемы перебора могут ``съесть'' весь выигрыш от сокращения. Кроме того, каждое усложнение алгоритма – лишняя возможность сделать ошибку. 

Использование симметрии

Приём использования симметрии дал возможность в задаче о шашках несколько раз переформулировать задачу и предельно сократить пространство перебора. Действительно, сначала мы использовали симметрию различных последовательностей одних и тех же ходов, потом симметрию различных строк (столбцов) доски, потом центральную симметрию и поворот на 90°. 

Симметрию часто удаётся использовать и в процессе перебора (а не только при переформулировке задачи). Так например, в задаче о ферзях за счёт симметрии можно считать, что первый ферзь находится на нижней половине доски. Это сократит перебор в два раза. Очень сильно сокращается перебор за счёт симметрии в рассматриваемой в следующем разделе задаче о раскраске карты. 

Группирование элементов

Часто при проверке перебираемых вариантов многие операции повторяются для разных элементов пространства перебора. Напрашивается следующая идея оптимизации: выполнять эти операции сразу для групп элементов. Причём чем больше группы, тем лучше. По-существу, сокращение пространства перебора в последнем рассмотренном варианте задачи о ферзях осуществляется как раз за счёт отсечения сразу группы элементов. Кроме того, позиция тоже строится не для каждого варианта с самого начала, а насколько это возможно сразу для групп вариантов. Это делают операторы ферзь[1] := i1; ... , которые виднуты на максимально верхний уровень. 

В результате группирования алгоритм может существенно измениться. 
Текст программы на Паскале

  { Программа решения задачи об n ферзях перебором с возвратом }

  program BacktrackQueens;

  var
      n : integer; { размер доски }

  queen : array[1..100] of integer; { массив положений ферзей }

  { Процедура печати решения }

  procedure WriteSolution;

  var
     i : integer;

  begin

     for i := 1  to n  do
         Write(queen[i],' ');

     WriteLn

  end;

  { Функция проверки совместимости m-го ферзя с предыдущими }

  function Check(m : integer) : boolean;

  var
      i : integer;

  begin

    for i := 1  to m-1  do

      if (queen[i] = queen[m]) { совпадают горизонтали }

       Or (i+queen[i] = m+queen[m]) { нисходящие диагонали }

       Or (i-queen[i] = m-queen[m]) { восходящие диагонали }

        then begin
         Check := False; Exit;

      end;

    Check := True;

  end;

  { Процедура, осуществляющая перебор }

  procedure Backtrack(m : integer);

  var
      i : integer;

  begin

     if m > n  then { найдено решение }

         WriteSolution

     else

        for i := 1  to n  do begin
           queen[m] := i;

           if Check(m) { m-ый ферзь не бьёт предыдущих }  then
                   Backtrack(m+1);

        end;

  end;

  begin
     Write('Размер доски? '); Read(n);

     Backtrack(1)

  end.

  { Программа решения задачи об n ферзях перебором

     с распространением ограничений и просмотром вперёд }

  program PropagateQueens;

  var
      n : integer; { размер доски }

      queen : array[1..160] of integer; { массив положений ферзей }

      space : array[1..160,1..160] of integer;{пространство перебора}

      step : array[1..160] of integer; { порядок выбора ферзей }

      cases : array[1..160] of integer; { количество вариантов }

  { Процедура печати решения }

  procedure WriteSolution;

  var
      i : integer;

  begin

     for i := 1  to n  do
         Write(queen[i],' ');

     WriteLn

  end;

  { Процедура сокращения пространства перебора }

  procedure Prune(qm,queen,m : integer);

  var i, nq : integer;

    procedure ExcludeField(queen : integer);

    begin

       if (queen >= 1) and (queen <= n)  then

          if space[nq,queen] := 0  then begin
              Dec(cases[nq]); space[nq,queen] := m;

          end;

    end;

  begin

      for i := m+1  to n  do begin
          nq := step[i];

          ExcludeField(queen); { на той же горизонтали }

          ExcludeField(queen+nq-qm); { на той же диагонали }

          ExcludeField(queen-nq+qm);

      end;

  end;

  { Процедура восстановления пространства перебора }

  procedure Restore(qm,queen,m : integer);

  var i, nq : integer;

    procedure IncludeField(queen : integer);

    begin

       if (queen >= 1) and (queen <= n)  then

          if space[nq,queen] = m  then begin
              Inc(cases[nq]); space[nq,queen] = 0;

          end;

    end;

  begin

     for i := m+1  to n  do begin
         nq := step[i];

         IncludeField(queen); { на той же горизонтали }

         IncludeField(queen+nq-qm); { на той же диагонали }

         IncludeField(queen-nq+qm);

     end;

  end;

  var minq, l : integer;

  procedure Propagate(m : integer);

  var i, qm : integer;

  begin

     if m > n  then
         WriteSolution

     else begin
        { Выбирается ферзь с наименьшим количеством вариантов }

        minq := n+1;

        for i := m  to n  do

              if cases[step[i]] <= minq  then begin
                  l := i; qm := step[l]; minq := cases[qm];

              end;

        step[l] := step[m]; step[m] := qm;

        for i := 1  to n  do

             if space[qm,i] = 0  then begin
                queen[qm] := i;

                Prune(qm,i,m);

                Propagate(m+1);

                Restore(qm,i,m);

             end;

     end;

  end;

  var i, j : integer;

  begin
  Write('Размер доски? '); Read(n);

  for i := 1  to n  do begin

     for j := 1  to n  do
         space[i,j] := 0;

     step[i] := i; cases[i] := n;

  end;

  Propagate(1)

  end.
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