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Введение. ЧТО ТАКОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Каждый человек ежедневно, не всегда осознавая это решает проблему: как получить наибольший эффект, обладая ограниченными средствами.

Наши средства и ресурсы всегда ограничены. Жизнь была бы менее интересной , если бы это было не так. Не трудно выиграть сражение, имея армию в 10 раз большую, чем у противника; Ганнибалу, чтобы разбить римлян при Каннах, командуя вдвое меньшей армией, нужно было действовать очень обдуманно.

Чтобы достичь наибольшего эффекта, имея ограниченные средства, надо составить план, или программу действий. Раньше план в таких случаях составлялся «на глазок» (теперь, впрочем, зачастую тоже). В середине XX века был создан специальный математический аппарат, помогающий это делать «по науке». Соответствующий раздел математики называется математическим программированием. Слово «программирование» здесь и в аналогичных терминах («линейное программирование, динамическое программирование» и т.п.) обязано отчасти историческому недоразумению, отчасти неточному переводу с английского. По-русски лучше было бы употребить слово «планирование». С программированием для ЭВМ математическое программирование имеет лишь то общее, что большинство возникающих на практике задач математического программирования слишком громоздки для ручного счета, решить их можно только с помощью ЭВМ, предварительно составив программу.

Временем рождения линейного программирования принято считать 1939г., когда была напечатана брошюра Леонида Витальевича Канторовича «Математические методы организации и планирования производства». Поскольку методы, изложенные Л.В.Канторовичем, были мало пригодны для ручного счета, а быстродействующих вычислительных машин в то время не существовало, работа Л.В.Канторовича осталась почти не замеченной.

Свое второе рождение линейное программирование получило в начале пятидесятых годов с появлением ЭВМ. Тогда началось всеобщее увлечение линейным программированием, вызвавшее в свою очередь развитие других разделов математического программирования. В 1975 году академик Л.В.Канторович и американец профессор Т.Купманс получили Нобелевскую премию по экономическим наукам за «вклад в разработку теории и оптимального использования ресурсов в экономике».

Эти премии получили свое название в честь их учредителя – известного химика и изобретателя Альфреда Нобеля, они должны были присуждаться за научные открытия в области физики, химии, физиологии или медицины, за литературные произведения, «отражающие человеческие идеалы», а так же тем, кто «внесет весомый вклад в сплочение народов, уничтожение рабства, снижение численности существующих армий и содействие мирной договоренности». Математикам премия не предназначалась. Однако в 1969 году Шведский банк по случаю 300-летия со дня своего образования учредил премию памяти А.Нобеля – по экономическим наукам. Она то и была присуждена в 1975 году Л.В.Канторовичу и Т.Купмансу  за создание новой математической науки (получившей название линейного программирования) и применение этой теории в экономике.

В автобиографии, представленной в Нобелевский комитет, Леонид Витальевич Канторович рассказывает о событиях, случившихся в 1939 году. К нему, 26-летнему профессору-математику, обратились за консультацией сотрудники лаборатории планерного треста, которым нужно было решить задачу о наиболее выгодном распределении материала между станками. Эта задача сводилась к нахождению максимума линейной функции, заданной на многограннике. Максимум такой функции достигался в вершине, однако число вершин в этой задаче достигало миллиарда… Поэтому простой перебор вершин не годился. Леонид Витальевич писал: «оказалось, что эта задача не является случайной. Я обнаружил большое число разнообразных по содержанию задач, имеющих аналогичный математический характер: наилучшее использование посевных площадей, выбор загрузки оборудования, рациональный раскрой материала, распределение транспортных грузопотоков… Это настойчиво побудило меня к поиску эффективного метода их решения». И уже летом 1939 года была сдана в набор книга Л.В.Канторовича «Математические методы организации и планирования производства», в которой закладывались основания того, что ныне называется математической экономикой.

Американский математик А.Данциг в 1947 году разработал  весьма эффективный конкретный метод численного решения задач линейного программирования (он получил название симплекс метода). Идеи линейного программирования в течении пяти шести лет получили грандиозное распространение в мире, и имена Купманса и Данцига стали повсюду широко известны.

ОСНОВНЫЕ НАПРАВЛЕНИЯ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ.

Наиболее распространенными направлениями использования линейного программирования в военном деле являются:

· задача о перевозках (транспортная задача)

· задача на распределение сил и средств (распределение сил и средств поражения по целям, распределение сил и средств разведки и др.)

1. ЗАДАЧИ О ПЕРЕВОЗКАХ (ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА).

Эти задачи являются исторически одними из первых, для решения которых использовалось линейное программирование. В зависимости от выбранного критерия эффективности различают транспортные задачи по пробегу, по стоимости, по времени, совместно по критериям пробега и стоимости, с ограничениями по пропускной способности дорог и транспорта, задачи в сетевой постановке и др.

Сформулируем в общем виде транспортную задачу линейного программирования по критерию стоимости. Эта задача имеет значение тогда, когда время не является определяющим фактором при организации перевозок.

Пусть имеется m складов, в которых сосредоточен некоторый однородный продукт (ГСМ, боеприпасы и т.д.) в количествах соответственно аi(i=1,2,…,m) единиц. Имеется n потребителей этого продукта в количествах соответственно bj(j=1,2,…,n) единиц. На основании опытов и расчетов известно, что на доставку одной единицы продукта с i-того склада j-тому потребителю затрачивается сij денежных единиц.

Все значения cij являются постоянными величинами. Перечисленные исходные данные помещены в таблице 1.

Обозначим через xij(0 (i=1,2,…,m; j=1,2,…n) количество продукта, планируемого для доставки с i-того склада j-тому потребителю. Естественно, что если xij=0, то доставка продукта с i-того склада j-тому потребителю не планируется. План обеспечения всех потребителей определяется таблицей (матрицей):
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Таблица 1.

	Склады
	               Потребители
	Запасы на складах

	
	    1
	    2
	    …
	   N
	

	   1
	      cn                  
	      c12          
	    …

       
	      c1n 
	   a1

	   2
	      c21
	      c22
	    …
	      c2n
	   a2

	   …
	    …
	    …
	    …
	    …
	   …

	   M
	      cm1
	      cm2
	    …
	      cmn
	   am

	Потребность
	    b1
	    b2
	    …
	    bn
	  


Очевидно, можно предложить большое число планов (1) обеспечения потребителей, но при выборе любого из них должны быть учтены условия:
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Выражения (2) определяют, что с любого склада можно взять продукта не более имеющихся там запасов. Выражения (3) означают, что каждый потребитель обеспечивается полностью его заявке. По смыслу задачи должно выполняться условие:
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Последнее выражение означает, что запасов на складах достаточно для снабжения всех потребителей.

Суммарная стоимость перевозок для любого выбранного плана (1) определяется выражением:
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Транспортная задача линейного программирования по критерию стоимости формулируется следующим образом.

Найти такие значения xij (т.е. найти такой план перевозок (1)), удовлетворяющий условиям (2), (3), при которых суммарная стоимость перевозок (4) будет минимальной.

При больших m и n эта задача решается на ЭВМ. Для этого нужно ввести в машину исходные данные, помещенные в таблице 1 и воспользоваться разработанной программой. При небольших m и n задача может быть решена вручную с использованием общих методов решения. Для значений m и n до 5-6 задачу часто удается решить путем прикидочных расчетов, перебором вариантов и логических размышлений.

Задача. Для обеспечения ГСМ четырех танковых соединений имеется три склада. Известны запасы ГСМ и потребности в нем соединений. Определение стоимости доставки одной тонны ГСМ из каждого склада в любое соединение. Все исходные данные записаны в таблице 2.

Сформулировать задачу линейного программирования для данных условий и определить такой план снабжения ГСМ соединений, при котором суммарный расход на его провозку будет минимальным.

Решение: Обозначим через xij(i=1,2,3; j=1,2,3,4) количество ГСМ, планируемых для доставки с i-того склада (i=1,2,3) j-тому соединению (j=1,2,3,4).

Таблица 2.

	Склады
	               Соединения
	Запасы ГСМ на складах

	
	    1
	    2
	    3
	   4
	

	   1
	x11=350

      3*                  
	x12=0 

      4          
	x13=50    

       
	x14=500

      3* 
	  900

	   2
	x21=0

      5
	x22=200

      4
	x23=0

      7
	x24=0

      8
	  300

	   3
	x31=0

      4
	x32=250

      3*
	x33=350

      5*
	x34=0

      4
	  60

	Потребность в ГСМ
	   350
	   450
	   400
	   500
	  


Выбор планов зависит от запасов ГСМ на складах и потребностей в нем соединений, что математически определяется выражениями:
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Суммарные расходы на перевозку ГСМ определяются линейными выражениями:
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Требуется определить такие значения xij (выбрать такой план) удовлетворяющий выражениям (21) и (31), которые критерий эффективности обращают в минимум. Так формулируется задача линейного программирования для данных условий.

Эта задача решается элементарными подсчетами и рассуждениями.

Отметим в столбцах звездочками минимальные значения стоимости перевозки одной тонны ГСМ. В каждое соединение нужно планировать доставку из того склада, для которого эта стоимость будет наименьшей или близкой к ней, но с учетом расходов на доставку ГСМ и в другие соединения. Очевидно, в 1-е и 4-е соединение целесообразно завозить ГСМ полностью из 1-го склада, поэтому целесообразно выбрать x11=350, x14=500. Во второе соединение выгодно доставить горючее целиком с 3-го склада. Но тогда будут большие расходы при доставке ГСМ в 3-е соединение из 2-го склада. Поэтому целесообразно выбрать x13=50, x33=350, т.е. завести горючее в 3-е соединение с 1-го и 3-го складов, а 200 т. для 2-го соединения завести из склада, x22=200, x32=250. Результаты расчетов занесены в таблице 2, по которой удобно проверить выполнение условий (21), (31), найдя суммы xij по строкам и столбцам.

При таком плане расходы будут минимальными:
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Для сравнения, какую можно иметь экономию в средствах, выбрав оптимальный план, рассмотрим один из возможных планов:

x11=350, x12=450, x13=x14=0, x21=x22=x23=0,

x24=300, x31=x32=0, x33=400, x34=200

При этом плане стоимость перевозок будет равна:
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Она больше на 1950 единиц Kmin, что составляет более чем 30%.

Полученное оптимальное решение является основой для применения объективного решения на снабжение ГСМ соединений с учетом конкретной обстановки.

ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СРЕДСТВ ПОРАЖЕНИЯ.

Задачи оптимального распределения средств поражения в общем виде формулируются так: имеется некоторое количество средств поражения и целей. Требуется так распределить средства поражения по целям, чтобы общий эффект применения  был в определенном смысле оптимален.

Поражение противника является одним из важных элементов боевых действий. Поэтому решение задач на поражение является важным этапом при планировании и управлении боевыми действиями.

Различают два основных типа задач целераспределения:

· для средств поражения, находящихся в обороне;

· для средств поражения нападения;

Распределение средств поражения обороны осуществляется в ходе боевых действий, выявляемые цели и возникающие условия заранее неизвестны и во многом определяются противником. Расчеты нужно производить очень быстро, что возможно при наличии современных вычислительных средств.

Распределение средств нападения по выявленным целям может быть спланировано заранее на основе расчетов. Однако резкой границы между этими вариантами нет потому, что в обоих случаях выявляются новые цели, изменяются условия и потребуется производить перерасчеты.

Задача распределения средств поражения при ведении боевых действий в полной мере очень сложна и требует учета большого числа факторов. Некоторые же частные задачи успешно решаются с помощью линейного программирования.

Рассмотрим первую из таких задач. Имеется m различных средств поражения и n целей. Принимаются следующие допущения:

· число средств поражения не превосходит числа целей m(n;

· цели имеют разную важность, определяемую коэффициентом важности kj (j=1,2,…,n);

· за каждой целью не может быть закреплено более одного средства поражения, то есть должно быть обстреляно максимальное число целей;

· известны вероятности pij поражения i-ым средством j-ой цели, которые составляют таблицу вероятностей поражения 
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Таблица вероятности поражения вычисляется по соответствующим формулам теории стрельбы.

Закрепление или не закрепление i-того средства поражения за j-той целью выражается величиной xij, принимающей значение 1, когда имеется закрепление, и 0, когда его нет.

План распределения средств по целям будет определяться таблицей (таблицей 1). За критерий эффективности в общем случае выберем взвешенное математическое описание числа уничтоженных целей, которое определяется выражением 
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где kj (j=1,2,…,m) – коэффициенты, определяющие важность целей. Если цели имеют одинаковую важность, то k1=k2=…=km=1. При этих значениях выражение (6) является математическим ожиданием числа уничтоженных целей. Требование, чтобы каждое средство было закреплено за какой либо целью, определяется выражениями
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Условия, что за каждой целью закрепляется не более одного средства поражения, определяются выражением
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В случае знака равенства во всех выражениях (8) имеет место m=n, в противном случае m<n. Первая задача целераспределения может быть сформулирована следующим образом.

Найти такие целые значения xij(0 (найти такой план), удовлетворяющие условиям (7) и (8), которые обращают критерий эффективности (6) в максимум.

Как видно, эта задача линейного программирования, причем транспортного типа. В отличие от задачи на перевозку здесь ищутся значения xij, принимающие только два возможных значения: 0 и 1.

При малых m и n задачи целераспределения могут решаться путем элементарных расчетов и рассуждений.

Задача. Разведкой обнаружены три равноценные цели противника. Для их уничтожения выделяется командованием три средства поражения. Известны вероятности поражения каждой цели любым средством (таблица 3).

Таблица 3.

	Средства поражения
	            цели
	Количество 

средств 

поражения

	
	    1
	    2
	    3
	

	   1
	x11=1

    0,8*                  
	x12=0 

     0,4          
	x13=0    

    0,8* 
	    1

	    2
	x21=0

     0,5
	x22=0

     0,1
	x23=1

     0,7
	    1

	   3
	x31=0

     0,2
	x32=1

    0,5*
	x33=0

     0,5
	    1

	Количество целей
	    1
	    1
	    1
	  


Требуется сформулировать задачу линейного программирования по критерию математического ожидания для данных условий и определить оптимальный план целераспределения.

Решение. Критерий эффективности в этой задаче согласно формуле (6) определяем выражением:
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Здесь положено k1=k2=k3=1, т.к. все цели равноценны. Выражения (7) и (8) для условия задачи будут иметь вид:
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Найти такие целые положительные корни xij уравнений (10) и (11), при которых критерий эффективности (9) примет максимальное значение.

Для определения оптимального плана найдем в столбцах таблицы 3 максимальные значения вероятностей и отметим их звездочками. Очевидно, что за второй целью нужно закрепить 3-е средство (x32=1). Первое средство одинаково целесообразно закрепить за 1-ой или 3-ей целью. Но так как ближайшее значение к максимальной вероятности для 3-ей цели больше, чем для 1-ой, то целесообразно 1-ое средство закрепить за 1-ой целью (x11=1), a 2-oe средство за 3-ей целью (x23=1).

Максимальное значение математического ожидания числа пораженных целей будет равно:
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При оптимальном плане будет поражено в среднем две цели. Для сравнения рассмотрим следующий план: x13=1, x22=1 и x31=1. При этом плане средние потери будут равны
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Таким образом, только за счет оптимального целераспределения эффективность средств поражения может быть значительно повышена (в данном примере почти в два раза). Этот факт имеет не только экономическое значение, но и повышает оперативность выполнения задачи на поражение цели.

Основные понятия и этапы построения оптимизационных моделей. 

Разновидность экономико-математического моделирования обладает рядом особенностей, связанных как с объектом моделирования, так и с применяемым аппаратом и средствами моделирования. Поэтому целесообразно более детально проанализировать последовательность и содержание этапов экономико-математического моделирования, выделив следующие шесть. 

Постановка экономической проблемы и её качественный анализ. На этом этапе требуется сформулировать сущность проблемы, принимаемые предпосылки и допущения. Необходимо выделить важнейшие черты и свойства моделируемого объекта, изучить его структуру и взаимосвязь его элементов, хотя бы предварительно сформулировать гипотезы, объясняющие поведение и развитие объекта. 

Построение математической модели. Это этап формализации экономической проблемы, т. е. выражения её в виде конкретных математических зависимостей (функций, уравнений, неравенств и других зависимостей). Построение модели подразделяется в свою очередь на несколько стадий. Сначала определяется тип экономико-математической модели, изучаются возможности её применения в данной задаче, уточняется конкретный перечень переменных и параметров и форма связей. Для некоторых сложных объектов целесообразно строить несколько разноаспектных моделей; при этом каждая модель выделяет лишь некоторые стороны объекта, а другие стороны учитываются агрегировано и приближённо. Оправданно стремление построить модель, относящуюся к хорошо изученному классу математических задач, что может потребовать некоторого упрочнения исходных предпосылок модели, не искажающего основных черт моделируемого объекта. Однако возможна и такая ситуация, когда формализация проблемы приводит к неизвестной ранее математической структуре. 

Математический анализ модели. На этом этапе чисто математическими приёмами исследования выявляются общие свойства модели и её решений. В частности, важным моментом является доказательство существования решения сформулированной задачи. При аналитическом исследовании выясняется, единственно ли решение, какие переменные могут входить в решение, в каких пределах они изменяются, каковы тенденции их изменения и т. д. Однако модели сложных экономических объектов с большим трудом поддаются аналитическому исследованию; в таких случаях переходят к численным методам исследования. 

Подготовка исходной информации. В экономических задачах это, как правило, наиболее трудоёмкий этап моделирования, т. к. дело не сводится к пассивному сбору данных. Математическое моделирование предъявляет жёсткие требования к системе информации; при этом надо принимать во внимание не только принципиальную возможность подготовки информации требуемого качества, но и затраты на подготовку информационных массивов. В процессе подготовки информации используются методы теории вероятностей, теоретический и математической статистики для организации выборочных обследований, оценки достоверности данных и т. д. При системном экономико-математическом моделировании результаты функционирования одних моделей служат исходной информацией для других. 

Численное решение. Этот этап включает разработку алгоритмов численного решения задачи, подготовку программ на ЭВМ и непосредственное проведение расчётов. При этом значительные трудности вызываются большой размерностью экономических задач. Обычно расчёты на основе экономико-математической модели носят многократный характер. Многочисленные модельные эксперименты, изучение поведения модели при различных условиях возможно проводить благодаря высокому быстродействию современных ЭВМ. Численное решение существенно дополняет результаты аналитического исследования, а для многих моделей является единственно возможным. 

СИМПЛЕКС-МЕТОД.

Симплекс-метод решения задачи линейного программирования. Пусть дана система n линейных уравнений с m переменными (n<m).

 
[image: image21.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

n

m

nm

n

nn

n

nn

n

n

m

m

n

n

n

n

m

m

n

n

n

n

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

b

b

b

K

K

K

K

K

K

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

1

1

1

1

2

12

1

11

........

..........

..........

..........

..........

(3.22)

Предположим, что среди детерминантов n-го порядка, которые можно составить из коэффициентов n первых столбцов, отличен от нуля.
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Тогда систему (3.22) можно разрешить относительно переменных x1, x2, …,xn которые, как и раньше, будем называть базисными переменными. В результате решения системы (3.22) базисные переменные будут выражены через остальные переменные xn+1, xn+2, …, xm, называемые свободными. Число свободных переменных k=m-n. Мы имеем решение системы (3.22) в виде:
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  (3.23)

Свободные переменные остаются произвольными. Давая им различные значения, получим все решения системы (3.22). Одно из решений найдем, если все свободные переменные приравняем к нулю. Тогда получим:

x1=(1, x2=(2, …, xn=(n; xn+1=xn+2=…=xm=0

Если все числа (1, (1, …,(n неотрицательны, то мы будем иметь неотрицательное решение системы (3.22), соответствующее угловой точке (вершине) многогранника неотрицательных решений, это так называемое опорное решение.

Решить систему относительно базисных переменных x1, x2, …,xn, используя свойства определителей n-го порядка, очень удобно. Мы будем решать эту систему путем последовательного исключения неизвестных. 

Запишем в виде таблицы коэффициенты уравнений (3.24) и элемент a11 заключим в рамку
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коэффициенты от неизвестных свободных членов отделим чертой, а элемент a11, заключенный в рамочку, будем называть разрешающим элементом. 

Выпишем соответствующую таблицу для коэффициентов уравнений (3.26)


[image: image25.wmf]'

2

1

'

2

'

2

'

23

'

22

1

1

13

12

11

0

b

b

m

j

m

j

a

a

a

a

a

a

a

a

a

K

K

K

K

           (3.28)

Коэффициент a’21 равен нулю

Из уравнения (3.25) следует, что
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На таблице (3.27) соединим элемент a2j c разрешающим элементом прямой линией. Рассмотрим прямоугольник, диагональю которого является проведенная линия. Эту диагональ будем называть первой диагональю. Второй диагональю является прямая, соединяющая элементы a21 и a1j, обведенные кружком. Как следует из формулы (3.29), чтобы получить элемент a2j, нужно из произведения элементов первой диагонали вычесть произведение второй диагонали. Остальные элементы второй строки вычисляются по этому же правилу. Это правило напоминает правило вычисления детерминантов второго порядка, поэтому будем коротко называть его D-правилом.

Переход от таблицы коэффициентов (3.27) к таблице (3.28), совершаемый с помощью D-правила, будем называть симплекс преобразованием или S-преобразованием одной таблицы в другую. 

Очевидно, для выполнения S-преобразования с помощью первого уравнения необходимо, чтобы коэффициент a11(0 в противном случае переменная x1 в первом уравнении будет отсутствовать.

Если теперь возьмем первое уравнение системы (3.22) и третье и проделаем такие же вычисления, то исключим x1 из третьего уравнения. Продолжая такие же вычисления, исключим x1 из всех уравнений, кроме первого. Вычисления будем производить в следующем порядке. Сначала запишем таблицу коэффициентов системы (3.22)
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       (3.30)

Если a11(0, и мы хотим исключить x1 с помощью первого уравнения, то принимаем элемент a11 за разрешающий и в таблице (3.30) обводим его рамкой. Строка и столбец, в которых находится разрешающий элемент, называются соответственно разрешающей строкой и разрешающим столбцом. В таблице (3.30) это первая строка и первый столбец.

Применяя симплекс преобразование, перейдем к новой таблице. В новой таблице элементы разрешающей строки переписываются без изменений. Все элементы разрешающего столбца, кроме самого разрешающего элемента заменяются нулями.

Остальные элементы новой таблицы вычисляются по D-правилу. Например, для вычисления элемента a’ij соединяем элемент aij на таблице (3.30) с элементом a11 прямой. В результате имеем первую диагональ. Вторая диагональ получается от соединения элементов ai1 и a1j, обведенных на таблице кружками. По D-правилу имеем
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При выполнении симплекс преобразования диагонали, изображенные на таблице (3.30), на самом деле проводить не нужно: они легко выделяются в уме.

Выполнив S-преобразование над таблицей (3.30), мы получим новую таблицу
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         (3.31)

Этой таблице соответствует система уравнений:
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     (3.32)

Система (3.32) эквивалентна первоначальной системе (3.22), но в системе (3.32) переменная x1 исключена из всех уравнений, кроме первого. Если в таблице (3.31) элемент a’22(0, то, приняв его за разрешающий элемент и проделав над таблицей (3.31) S-преобразование, получим новую таблицу. И в системе уравнений, соответствующей этой таблице, переменная x2 будет исключена из всех уравнений, кроме второго.

Если в таблице (3.31) a’22=0, то во втором столбце найдем элемент, не равный нулю, и примем его за разрешающий. Пусть это будет a’12. Тогда выполняя симплекс преобразование над таблицей (3.31), мы исключим x2 из всех уравнений, кроме i-того. Продолжая так дальше, мы после n преобразований придем к таблице, имеющей, например, следующий вид.
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    (3.33)

Таблице (3.33) соответствует система уравнений, эквивалентная первоначальной системе. Эта система уравнений имеет вид:
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    (3.34)

Можно считать, что система (3.34) решена относительно базисных переменных x1, x2, …, xn. Переносить члены, соответствующие свободным переменным, в правую часть для фактического решения системы (3.34) относительно базисных переменных не будем, так как в дальнейшем нас будет интересовать решение, где все свободные переменные равны 0.

Полагая xn+1=xn+2=…=xm=0, получим:
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Если окажется, что x1(0, x2(0, …, xm(0, то совокупность чисел (x1, x2, …, xn, 0, 0, …, 0) дает неотрицательное решение системы.

Рассмотрим пример. Дана система уравнений
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Нужно данную систему разрешить относительно переменных x1, x2, x3. Следовательно свободными переменными будут x4, x5, x6. Напишем таблицу, соответствующую данной системе уравнений.
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Решим систему относительно x1 с помощью первого уравнения. За разрешающий элемент принимаем первый элемент первой строки, и подвергнем таблицу S-преобразованию. Получим новую таблицу, где первая строка переписывается, в первом столбце записываются нули, а остальные элементы вычисляются по D-правилу.
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Этой таблице соответствует система уравнений, разрешенная относительно x1 (x1 входит только в первое уравнение). Исключить x2 удобнее с помощью третьего уравнения, так как коэффициент при x2 в третьем уравнении равен единице. Принимаем его за разрешающий элемент. Пишем новую таблицу
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Система уравнений, соответствующая этой таблице, разрешена относительно x1 и x2 (x1 входит только в первое уравнение, а x2 только в третье).

Для разрешения системы относительно x3 за разрешающий элемент берем коэффициент при x3 во втором уравнении. Новая таблица имеет вид
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Последняя таблица соответствует системе, решенной относительно базисных переменных x1, x2, x3. Полагая свободные переменные x4, x5, x6 равными нулю, получим уравнения:

-3x1=-18, откуда x1=6

-3x2=-6, откуда x2=2

-3x3=3, откуда x3=-1

Совокупность чисел x1=6, x2=2, x3=-1, x4=0, x5=0, x6=0 есть одно из решений данной системы. Оно не принадлежит к области допустимых решений, так как одна из координат x3 отрицательна.

Для решения задачи линейного программирования важно уметь находить неотрицательные (опорные) решения данной системы уравнений.

Правило выбора разрешающего элемента при отыскании неотрицательного решения системы уравнений.

Пусть дана система уравнений
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  (3.36)

В системе (3.36) свободные члены можно считать неотрицательными, так как в обеих частях уравнения всегда можно поменять знаки.

Если при выполнении симплекс преобразований при переходе от одной системы к другой будем следить за тем, чтобы разрешающие элементы были положительными, то на последнем этапе разрешения системы относительно базисных переменных получим систему вида (3.34) и по формулам (3.35) найдем неотрицательные значения базисных переменных. Составляем отношения свободных членов (k к положительным элементам akj разрешающего столбца и среди чисел  
[image: image40.wmf]nj

n

kj

k

j

j

a

a

a

a

b

b

b

b

;

;

;

;

;

2

2

1

1

K

K

выбираем наименьшее значение. Если наименьшее значение 
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 достигается при k=i, то i-номер разрешающей строки, а разрешающим элементом будет aij.

Рассмотрим пример отыскания неотрицательных решений системы уравнений.

Пример. Найти неотрицательное решение системы уравнений
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Пишем таблицу, соответствующую данной системе
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Пробуем разрешить эту систему относительно x1, т.е. переменную x1 будем считать базисной переменной. Первый столбец будет базисным столбцом. Составляем отношения свободных членов к положительным элементам первого столбца 10/2=5; 4/7. Наименьшее из этих чисел 4/7. Числа 4 и 7 находятся во второй строке. Следовательно разрешающей строкой будет вторая строка и разрешающим элементом число 7. Выполняя симплекс преобразование, получим новую таблицу
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Этой таблице соответствует система уравнений, разрешенная относительно базисной переменной x1. Так как обе части любого уравнения системы можно умножать и делить на любое постоянное число (система при этом будет эквивалентна прежней), то если строки таблицы имеют общий множитель, на него можно сократить. Последняя строка предыдущей таблицы имеет общий множитель 7; сокращая на него, получим таблицу



[image: image45.wmf]6

2

3

6

3

7

4

1

2

3

5

7

10

1

1

1

4

2

5

4

3

2

1

-

-

-

-

-

-

x

x

x

x

x


Введем в базис переменную x3, т.е. примем за разрешающий столбец третий столбец.

Из двух отношений 62/13 и 10/3 меньшим является второе. Следовательно, разрешающим элементом будет 3. Выполняя симплекс преобразование получим таблицу
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Первую строку сокращаем на 28, вторую на 21
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Введем в базис переменную x2. Разрешающим элементом будет 5. Снова выполняя симплекс преобразования, получим таблицу
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Последнюю строку сокращаем на 3
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Эта таблица соответствует системе уравнений, разрешенной относительно базисных переменных x1, x2, x3. Свободными переменными здесь являются x4 и x5. Полагая свободные переменные равными нулю, получим:

5x1=12, x1=12/5; 5x2=2, x2=2/5; 5x3=18, x3=18/5;

Совокупность чисел x1=12/5; x2=2/5; x3=18/5; x4=0; x5=0

Дает неотрицательный ответ данной системы уравнений. Эти числа можно рассматривать как координаты угловой точки (вершины) множества (многогранника) допустимых решений.

 Заключение

Линейное программирование - это наука о методах исследования и отыскания наибольших и наименьших значений линейной функции, на неизвестные которой наложены линейные ограничения. Таким образом, задачи линейного программирования относятся к задачам на условный экстремум функции. Казалось бы, что для исследования линейной функции многих переменных на условный экстремум достаточно применить хорошо разработанные методы математического анализа, однако невозможность их использования можно довольно просто проиллюстрировать. 

Таким образом, мы видим, что линейное программирование можно использовать не только для решения задач максимизации прибыли в предприятии, но и для решения задач минимизации всяческих убытков, которые могут понести социальные службы. 

Проведение подобных исследований имеет не только высокое экономическое, но и социальное значение. В подтверждении этих слов в приложении 9 приведём данные о состоянии сферы здравоохранения на территории России. 

В результате проведенного исследования, было получено подтверждение о выгодности использования математико-экономического проектирования и методов системного анализа для анализа и планирования экономических систем. 
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