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Введение
Задача, в которой требуется наилучшим образом в смысле выбранного критерия оптимальности распределить ограниченные ресурсы по нескольким видам деятельности (потребителям) называется задачей распределительного типа. 

Под ресурсами могут пониматься технические средства, людские силы, участки частотного, временного и пространственного диапазонов, число каналов связи, число обслуживающих приборов и др.

Распределение ресурсов по различным видам деятельности должно обеспечивать максимизацию дохода (прибыли) от реализации результатов производства (операции) в условиях наличия ограничений на объемы ресурсов и оптимизируемые интенсивности производства. Кроме того, могут накладываться ограничения на удельный объем ресурсов, затрачиваемых на реализацию единицы каждого вида деятельности.

Основные задачи, решаемые методом исследования операций.

Накопленный опыт в решении задач исследования операций и его систематизация позволили выделить следующие типы задач:
1) задачи управления запасами;
2) задачи распределения ресурсов;
3) задачи ремонта и замены оборудования;
4) задачи массового обслуживания;
5) задачи упорядочивания;
6) задачи сетевого планирования и управления (СПУ);
7) задачи выбора маршрута;
8) комбинированные задачи.

 

Классификация задач
1. Задачи управления запасами.
Этот класс задач в настоящее время наиболее распространенный, а главное, изученный. Эти задачи имеют следующую особенность: с ростом запасов, увеличиваются расходы на их хранение, но снижаются потери, связанные с возможной их нехваткой. Следовательно, одна из задач управления запасами заключается в определении такого уровня запасов, который минимизирует следующие критерии: 
· сумма ожидаемых затрат на хранение,
· сумма потерь из-за дефицита.

В зависимости от условий, задачи управления запасами делятся на 3 группы:
а) моменты поставок или оформления заказов на поставки, пополнение запасов фиксированы. Определить объемы производимой или закупаемой партии запасов;
б) объемы производимой или закупаемой партии запасов фиксированы. Определить моменты оформления заказов на поставки;
в) моменты оформления заказов и объемы закупаемых партий запасов не фиксированы. Определить эти величины, исходя из минимальных затрат и минимальных потерь из-за дефицита.

 
2. Задачи распределения ресурсов.
Эти задачи возникают тогда, когда существует определенный набор операций (работ), которые необходимо выполнить, а наличия ресурсов для выполнения операций наилучшим образом не хватает. В зависимости от условия задачи эти также делятся на 3 группы:
а) заданы работы и ресурсы. Распределить ресурсы между работами таким образом, чтобы максимизировать некоторую меру эффективности (прибыль) или минимизировать ожидаемые затраты (издержки производства).
Пример: известны производственное задание и производственные мощности предприятия. При существующих различных способах получения изделия, ограничения по мощности не позволяют для каждого изделия использовать наилучшую технологию. Какие способы производства надо выбрать, чтобы выполнить задание с минимальными затратами?
б) заданы только наличные ресурсы. Определить, какой состав работ можно выполнить с учетом этих ресурсов, чтобы обеспечить максимум некоторой меры эффективности.
Пример: задано предприятие с определенными производственными мощностями. Какую продукцию следует производить, чтобы получить максимальный доход?
в) заданы только работы. Определить, какие ресурсы необходимы для того, чтобы минимизировать суммарные издержки производства.
Пример: известно месячное расписание движения полетов пассажирских самолетов на авиалинии. Какое количество экипажей необходимо подобрать, чтобы выполнить план с минимальными затратами?

 
3. Задачи ремонта и замены оборудования.
Производственное оборудование с течением времени изнашивается и подлежит предупредительно-восстановительному ремонту. Оборудование также устаревает (морально и физически) и подлежит полной замене. При этом постановка задачи такова: определить такие сроки ремонта и замены оборудования, при которых минимизируется сумма затрат на ремонт и замену оборудования при его старении. Иногда в оборудовании выходят из строя отдельные элементы (например, микросхемы) – в данном случае требуется определить такие сроки профилактического ремонта по замене вышедших из строя деталей, чтобы потери на данный элемент были минимальными.

Здесь также имеет место профилактический контроль по обнаружению неисправностей. Требуется определить такие сроки контроля, при которых минимизируется сумма затрат на проведение контроля, а также минимизируется сумма потерь от простоя оборудования вследствие выхода из строя отдельных элементов.

 
4. Задачи массового обслуживания.
Данные задачи возникают там, где образуется очередь. С образованием очереди приходится сталкиваться как в производстве, так и в быту (производство: очередность выполнения заказа; в быту: магазин, поликлиника). Подобные задачи существуют и на транспорте. 

Очередь возникает из-за того, что поток клиентов (заказов) поступает неравномерно и имеет случайный характер. То есть поток клиентов неуправляем. Объект, который обслуживает клиента, называется каналом обслуживания (продавец, врач, взлетно-посадочная полоса). Если каналов обслуживания много, очереди не образуется, но возможны простои каналов обслуживания. Если каналов мало – образуется очередь. А следовательно, возможны затраты, связанные с ожиданием в очереди клиента ми с отказом клиента от обслуживания.

В данных задачах возможна следующая постановка: определить, какое количество каналов обслуживания необходимо, чтобы свести к минимуму суммарные затраты, связанные с несвоевременным обслуживанием и простоем каналов. Для решения задач используется теория массового обслуживания.

 
5. Задачи упорядочивания.
Эти задачи часто встречаются в производстве. Предположим, что в цехе изготавливается множество деталей по разным технологическим маршрутам. В парке оборудования имеется ограниченное число станков (токарный, фрезерный, строгальный и др.). На одном станке в данный момент времени может обрабатываться только 1 деталь. Появляется очередность выполнения работ, то есть появляются детали, ждущие обработки. Время обработки каждой детали обычно известно. Такая задача называется задачей календарного планирования или составлением расписания работ. Выбор очередности запуска деталей в обработку является задачей упорядочивания. В таких задачах в качестве критерия эффективности часто встречаются следующие:
· минимизация общей продолжительности работ (то есть интервала времени между моментом началом первой операции и моментом окончания последней);
· минимизация общего запаздывания. Запаздывание определяется как разность фактическим и плановым сроком обработки каждой детали. Общее запаздывание = сумме запаздываний по всем деталям.

 

6. Задачи сетевого планирования и управления (СПУ).
Данные задачи актуальны при разработке сложных, дорогостоящих проектов. Здесь рассматривается соотношение между сроком выполнения крупного комплекса операций и моментом начала всех операций отдельно в комплексе. Для строгой постановки задачи необходимо выполнить следующие условия:
1) Должно существовать точно определяемое количество операций,

Множество операций по комплексу упорядочено так, что должно быть известно для каждой операции какие операции ей предшествуют, а какие следуют за ней.
2) В пределах заданного упорядочивания операций, операции можно начинать и заканчивать независимо друг от друга.
Известна взаимосвязь между ресурсами на выполнение операции и ее продолжительностью.
Если все условия выполнены, возможны следующие постановки задачи:
а) задана продолжительность выполнения всего комплекса операций

Требуется определить сроки каждой операции, при которых:

· минимизируются общие затраты на выполнение всего комплекса операций;

· определяется вероятность невыполнения комплекса работ в установленные сроки;
· определяется среднеквартальные отклонения требуемых ресурсов от наличных.
б) заданы общие ресурсы. 
Определить сроки начала каждой операции, чтобы минимизировать время на выполнение всего комплекса операций.

 
7. Задачи маршрутизации.
Эти задачи возникают при исследовании разнообразных процессов на транспорте и в системах связи. Типичной задачей является задача выбора оптимального маршрута: имеется несколько маршрутов, из них нужно выбрать один. Стоимость прохождения и время на прохождение зависит от выбранного маршрута. При рассмотрении ряда маршрутов вводятся следующие ограничения:

· запрещается возвращаться в уже пройденный пункт;
· в пунктах сети возможны задержки (например, из-за ограниченной пропускной способности). Задержки носят случайный характер.

Критерии оптимизации: минимизация общего времени прохождения маршрута или минимизация общих затрат.

Данные задачи наиболее изучены и в литературе носят специфические названия – задача о коммивояжере или задача о максимальном потоке.

8. Комбинированные задачи.
Включают в себя несколько типовых задач одновременно.

Пример: при планировании и управлении производством необходимо решить комплекс задач:
1)       сколько изделий каждого наименования необходимо выпустить и каковы оптимальные размеры партии изделий – задача планирования производства;
2)       распределить заказы или детали по видам оборудования, причем оптимальный план производства задан – задача распределения;
3) определить в какой последовательности следует выполнить производственные заказы – календарное планирование.
Эти задачи нельзя решать независимо друг от друга. Критерии эффективности этих задач часто противоречат друг другу. Поэтому при решении задач часто используют: 
· Метод последовательного приближения – с помощью этого метода можно очень близко подойти к оптимальному решению.
· Метод имитационного моделирования – основан на методе Монте-Карло (использование случайных чисел) и требует огромного количества вычислений, так как рассматривается очень много вариантов решений.

Классификация задач распределения ресурсов.

 

Задачи распределения ресурсов являются самым распространенными задачами управления. Они характеризуются следующей постановкой. Имеется ограниченное количество ресурсов на выполнение операции. Эти ресурсы могут быть использованы при различном распределении их по объектам (либо видам деятельности). Необходимо отыскать такое распределение ресурсов, чтобы была достигнута наибольшая эффективность от их применения. 

Примерами прикладных задач распределения ресурсов являются: задача об оптимальных объемах предоставляемых услуг сетью связи, сменно-суточное планирование личного состава на узле связи; распределение ограниченного количества частот в радиосетях; распределение пропускной способности направления (сети) связи между пользователями и др.

 

     Существуют следующие классы распределительных задач: 
1) с однородными и разнородными ресурсами;
2) с зависимыми и независимыми объектами распределения; 
3) с одноэтапным и многоэтапным распределением;
4) прямые и обратные и др.

Обзор методов оптимизации распределительных задач.

 

Особенностью ЗРР является наличие в них целевой функции (критерия оптимальности) и присутствие ограничений на объем ресурсов и значения оптимизируемых переменных. Всякий набор переменных (вариант распределения ресурсов), удовлетворяющий ограничениям, определяет допустимый план. Процесс отыскания среди множества допустимых того плана, который обеспечивает  максимум (минимум) целевой функции называется оптимизацией плана. План, при котором достигается экстремум целевой функции, называется оптимальным. Оптимизация распределительных задач может быть выполнена на основе графических либо математических методов.

Для решения ЗРР известные классические методы математического анализа, основанные на исследовании производных ЦФ, часто оказываются непригодными в силу наличия сильных ограничений на переменные и область изменения целевой функции. Наиболее простой метод полного перебора всех возможных вариантов решения ЗРР также находит ограниченное применение в силу большой размерности практически важных задач.

В значительной мере преодолевают указанные трудности методы математического программирования. Математическое программирование-область математики, разрабатывающая теорию и методы решения многопараметрических математических оптимизационных задач с ограничениями. Различают методы линейного и нелинейного программирования, методы динамического программирования, методы стохастического программирования и методы целочисленного программирования.

Для решения распределительных задач может также применяться целый комплекс приближенных методов.

Общая постановка задачи ЗЛП.

 

Задачей линейного программирования называется задача отыскания экстремума выпуклой линейной целевой функции при наличии ограничений в виде линейных неравенств. Целевая функция f
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 называется выпуклой на множестве G, если для двух точек  и 0[image: image2.png]


 выполняется неравенство:
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где λ – взвешивающий коэффициент.
Задача линейного программирования направлена на поиск наиболее эффективных способов распределения ограниченных ресурсов по нескольким видам производственной деятельности. Такую задачу можно формально записать в следующем виде:
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( 2 )
где   i = 1,n ; j = 1,m  .
В сформулированной выше задаче линейного программирования (ЗЛП) представлено n видов производственной деятельности, интенсивности реализации результатов которых (оптимизируемые переменные) равны x1, x2, …, xn. 
Осуществление этих видов деятельности требует m видов ресурсов, возможные объемы потребления которых ограничены значениями b1,…,bj,…,bm. Расход j-го ресурса на единицу продукции i-го вида производства равен aij. При этом общий объем ресурса j-го вида, потребляемый всеми n видами производства, не может превышать величины bj. 
Целевая функция [image: image12.png]


 отражает вклад каждого вида производственной деятельности в общую прибыль и подлежит максимизации путем оптимизации переменных xi. Полезность каждого i-го вида производственной деятельности зависит как от величины коэффициента целевой функции ci, так и от объема потребляемого j-го ресурса aij. При ограничениях на ресурсы задача оптимизации значений xi  не является тривиальной.

Пример
Задача оптимального распределения канального ресурса направления связи, между подсистемами информационного обмена и управления связью. Рассмотрим решение задачи методом полного перебора.

     
Пусть независимыми по надежности средствами связи развернуто направление связи с пропускной способностью n=6 каналов, на основе которых должна обеспечиваться как оперативная, так и служебная связь. Индивидуальная надежность каждого канала задана коэффициентом готовности p=Kг=0,9, а зависимости относительного объема выполняемых задач управления войсками и связью Оз 1,2= f ( n1,2) как функции числа выделенных каналов n1(2) заданы таблицей №1.

Требуется оптимально в смысле выбранного критерия (максимума объема выполненных задач по управлению войсками и связью) распределить имеющийся ресурс каналов между двумя подсистемами при ограничениях на минимально-допустимый относительный объем выполняемых в любой из подсистем задач Оз min= 0,5. 

                                                                                     Таблица№1

	n1,2
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Оз1(n1)
	0
	0,2
	0,4
	0,55
	0,7
	0,8
	0,9

	Оз2(n2)
	0
	0,9
	0,98
	1
	1
	1
	1


 

В таблице 1 заштрихованные ячейки соответствуют числу каналов, выделение которых не позволяет обеспечить выполнения заданного объема задач Оз min= 0,5.

Целевая функция имеет следующий вид:

U([image: image13.png]
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где 
k= 1,n- номер исхода операции;

      
s= 1,n- номер анализируемого решения;

p(rks)- вероятность появления k-го исхода при принятии s-го решения (вероятность наличия m исправных каналов в общем числе n,  выделенных в интересах управления либо связи);
      Fн(rks)= [image: image15.png]0, +0

0 +0s
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- нормированные (относительно максимально-возможного суммарного объема) значения суммарного объема выполненных задач по управлению войсками и связью при k-х исходах и s-х решениях по распределению ресурса.

Критерий оптимальности решений по распределению каналов имеет вид:
U([image: image16.png]
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,
где mi- число исправных каналов из ni, предоставляемых различным пользователям.
Алгоритм решения задачи может быть следующим:
1) определение множества допустимых решений Xдоп и соответствующих исходов rk[image: image19.png]


;

2) определение полезностей исходов F (rks);

3) определение вероятностей исходов p (rks);

4) анализ эффективности решений и определение оптимальных xsопт.
Возможное множество вариантов решения может быть определено из условия: n= n1+n2=6. Таблица №2 содержит все шесть возможных вариантов решений.
Таблица №2
	n1
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	0

	n2
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6


 

    
С учетом результатов таблицы №1допустимыми вариантами из них являются лишь те, которые удовлетворяют условию Оз1,2[image: image20.png]


 Оз min=0,5 т.е.:

x1=(5,1);      x2=(4, 2);    x3=(3,3).

     
Для каждого из вариантов в силу ограниченной надежности каналов связи возможны ситуации, когда число исправных каналов m в общем их числе n, выделенном пользователю, составит величину 0[image: image21.png]


. 

Из полной группы исходов допустимыми для каждого варианта решений являются лишь те, для которых выполняются требования по  О з min:

-   для x1=(5,1), r1=5,1, r2=4,1, r3=3,1;

-   для x2=(4,2), r4=4,2, r5=3,2, r6=4,1, r7=3,1;

-   для x3=(3,3), r8=3,3, r9=3,2, r10=3,1.
Используя данные таблицы № 1, определим полезности неповторяющихся допустимых исходов.
                                                                                   Таблица№3.

	Исход
	Параметры исхода
	Полезность

F(r)
	Предпочтительность

	
	Оз1
	Оз2
	
	

	r1=(5,1)
	0,8
	0,9
	1
	1

	r2=(4,1)
	0,7
	0,9
	0,94
	3

	r3=(3,1)
	0,55
	0,9
	0,85
	6

	r4=(4,2)
	0,7
	0,98
	0,99
	2

	r5=(3,2)
	0,55
	0,98
	0,9
	5

	r8=(3,3)
	0,55
	1
	0,91
	4


 

Нетрудно видеть, что для случая абсолютно надежных каналов (КГ=1) лучшим в смысле выбранного критерия является решение x1*= (5,1).

Определение вероятностей различных исходов.

Вероятность наступления исхода r определяется совместной вероятностью одновременной реализации двух независимых событий:

1) наличием m1 исправных каналов из n1 назначенных;

2) наличием m2 исправных каналов из n2 назначенных,

т.е. P(rk)= P(m1,[image: image22.png]
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), где определение групповых вероятностей m-го числа исправных каналов из  назначенного числа n может быть осуществлено на основе формулы Бернулли (биномиального распределения):

P(n,m)= Cnm pm (1- p)n-m,
Cnm=[image: image25.png]— nt
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!



, 
n=n1(n2), m=m1(m2), p=KГ.
Данные расчетов сведены в таблицу№4.

                                                                               Таблица№4.

	Решение
	m1
	P(n1,m1)
	m2
	P(n2,m2)
	P(rk)

	x1(5,1)
	5

4

3
	0,59

0,328

0,07
	1

1

1
	0,9

0,9

0,9
	0,531

0,295

0,063

	x2(4,2)
	4

3

4

3
	0,66

0,29

0,66

0,29
	2

2

1

1
	0,81

0,81

0,18

0,18
	0,531

0,236

0,118

0,052

	x3(3,3)
	3

3

3
	0,73

0,73

0,73
	3

2

1
	0,73

0,243

0,027
	0,531

0,177

0,019


   

Наконец, оценим эффективность допустимых вариантов и выберем оптимальное решение по распределению канального ресурса.
x1 =(5,1): U1=1* 0,531 + 0,94* 0,295 + 0,85 *0,063 = 0,864;
x2 =(4,2): U2=0,94* 0,118 + 0,85* 0,052 + 0,99 *0,531 +0,9 *0,236 = 0,893;
x3 =(3,3 ): U3=0,85* 0,019 + 0,9* 0,177 +0,91* 0,531 = 0,656.
Анализ суммарных полезностей решений показывает предпочтительность второго варианта решений, который и является оптимальным, т.е. x2опт=(4, 2).

 
Заключение
Процесс построения математической модели линейного программирования включает:
1) идентификацию переменных xi, подлежащих оптимизации;

2) формулировку цели  ЗЛП;
3) выявление ограничений на решение ЗЛП.
Для задач небольшой размерности их решение может быть осуществлено методом простого перебора вариантов с анализом функции полезности, например, так как это сделано в рассмотренном выше примере.
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