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1. Введение

Задача теории игр состоит в выборе такой линии поведения данного игрока, отклонение от которой может лишь уменьшить его выигрыш. Основная задача теории игр двух лиц состоит в выборе оптимальной стратегии  игрока. Ситуация называется конфликтной, если в ней участвуют стороны, интересы которых полностью или частично противоположны. 
Игра – это действительный или формальный конфликт, в котором имеется по крайней мере два участника (игрока), каждый из которых стремится к достижению собственных целей.

2. Классификация игр.

Классификацию игр можно проводить: по количеству игроков, количеству стратегий, характеру взаимодействия игроков, характеру выигрыша, количеству ходов, состоянию информации и т.д.

В зависимости от количества игроков различают игры двух и  (  игроков. Первые из них наиболее изучены. Игры трёх и более игроков менее исследованы из-за возникающих принципиальных трудностей и технических возможностей получения решения. Чем больше игроков - тем больше проблем.

По количеству стратегий игры делятся на конечные и бесконечные. Если в игре все игроки имеют конечное число возможных стратегий, то она называется конечной. Если же хотя бы один из игроков имеет бесконечное количество возможных стратегий, игра называется бесконечной.

По характеру взаимодействия игры делятся на: 

1)  бескоалиционные: игроки не имеют права вступать в соглашения, образовывать коалиции;

2)   коалиционные  (кооперативные) ( могут вступать в коалиции.

В кооперативных играх коалиции наперёд определены.

По характеру выигрышей игры делятся на: игры с нулевой суммой (общий капитал всех игроков не меняется, а перераспределяется между игроками; сумма выигрышей всех игроков равна нулю) и игры с ненулевой суммой.

По виду функций выигрыша игры делятся на: матричные, биматричные, непрерывные, выпуклые, сепарабельные, типа дуэлей и др.
Матричная игра ( это конечная игра двух игроков с нулевой суммой, в которой задаётся выигрыш  игрока 1 в виде матрицы (строка матрицы соответствует номеру применяемой стратегии игрока 2, столбец ( номеру применяемой стратегии игрока 2; на пересечении строки и столбца матрицы находится выигрыш игрока 1, соответствующий применяемым стратегиям).

Для матричных игр доказано, что любая из них имеет решение и оно может быть легко найдено путём сведения игры к задаче линейного программирования.

Биматричная  игра ( это конечная игра двух игроков с ненулевой суммой, в которой выигрыши каждого игрока задаются матрицами отдельно для соответствующего игрока (в каждой матрице строка соответствует стратегии игрока 1,  столбец ( стратегии игрока 2, на пересечении строки и столбца в первой матрице находится выигрыш игрока 1, во второй матрице ( выигрыш игрока 2.)

Для биматричных игр также разработана теория оптимального поведения игроков, однако решать такие игры сложнее, чем обычные матричные.

Непрерывной считается игра, в которой функция выигрышей каждого игрока является непрерывной в зависимости от стратегий. Доказано, что игры этого класса имеют решения, однако не разработано практически приемлемых методов их нахождения.

Если функция выигрышей является выпуклой, то такая игра называется выпуклой. Для них разработаны приемлемые методы решения, состоящие в отыскании чистой оптимальной стратегии (определённого числа) для одного игрока и вероятностей применения чистых оптимальных стратегий другого игрока. 
3. Бесконечные антагонистические игры
Естественным обобщением матричных игр являются бесконечные антагонистические игры (БАИ), в которых хотя бы один из игроков имеет бесконечное количество возможных стратегий. Рассмотрим  игры двух игроков, делающих по одному ходу, и после этого происходит распределение выигрышей.          

 Пусть Е ( некоторое множество вещественных чисел. Если существует число  y, такое, что  x ( y  при всех  х(Е (при этом  y  не обязательно принадлежит Е), то множество Е называется ограниченным сверху, а число  y  называется верхней границей множества Е. Аналогично определяется ограниченность снизу и нижняя граница множества Е. Обозначаются верхняя и нижняя границы соответственно через  sup Е  и  inf Е соответственно.

Пример. Пусть множество Е состоит из всех чисел вида 

, n = 1,2, ...  Тогда множество Е ограничено, его верхняя грань равна 1, а нижняя 0, причём  0(Е , а 1(Е.

Для дальнейшего изложения теории игр этого класса введём определения и обозначения : [0; 1] ( единичный промежуток, из которого игрок может сделать выбор; х ( число (стратегия), выбираемое игроком 1; y ( число (стратегия), выбираемое игроком 2; Мi(x,y) ( выигрыш i-го игрока; G (X,Y,M1,M2) ( игра двух игроков, с ненулевой суммой, в которой игрок 1 выбирает число  х  из множества Х, игрок 2 выбирает число  y  из множества  Y, и после этого игроки 1 и 2 получают соответственно выигрыши M1(x, y) и M2(x, y). Пусть, далее, G (X,Y,M) ( игра двух игроков с нулевой суммой, в которой игрок 1 выбирает число  х, игрок 2 ( число  y, после чего игрок 1 получает выигрыш  М(x, y) за счёт второго игрока.

Большое значение в теории  БАИ  имеет вид функции выигрышей  M(x, y). Так, в отличии от матричных игр, не для всякой функции M(x, y) существует решение. Будем считать, что выбор определённого числа игроком означает применение его чистой стратегии, соответствующей этому числу. По аналогии с матричными играми назовём чистой нижней ценой игры величину

V1 = 



 EMBED Equation.2  
M(x, y)   или   V1 = 



 EMBED Equation.2  
M(x, y),

а чистой верхней ценой игры величину

V2 = 



 EMBED Equation.2  
M(x, y)   или   V2 = 



 EMBED Equation.2  
M(x, y),

Для матричных игр величины V1 и V2 всегда существуют, а в бесконечных играх они могут не существовать.
Естественно считать, что, если для какой-либо бесконечной игры величины V1 и V2 существуют и равны между собой (V1 = V2 = V), то такая игра имеет решение в чистых стратегиях, т.е. оптимальной стратегией игрока 1 есть выбор числа xo(X и игрока 2 ( числа yo(Y, при которых M(xo, yo) = V, в этом случае V называется ценой игры, а (xo, yo) ( седловой точкой в чистых стратегиях.

Примеры  бесконечных антагонистических игр

Пример 1. Игрок 1 выбирает число  х  из множества Х = [0; 1], игрок 2 выбирает число y из множества Y = [0; 1]. После этого  игрок 2 платит игроку 1 сумму

M(x, y) = 2х2 ( y2.

Поскольку игрок 2 хочет минимизировать выигрыш игрока 1, то он определяет



(2x2 ( y2) = 2х2 ( 1,

т.е. при этом y = 1. Игрок 1 желает максимизировать свой выигрыш, и поэтому определяет



(

M(x, y)) = 

(2х2 ( 1) = 2(1 = 1,

который достигается при х = 1.

Итак, нижняя цена игры равна V1 = 1. Верхняя цена игры

V2 = 

(

(2х2 ( y2)) = 

(2 ( y2) = 2(1 = 1,

т.е. в этой игре V1 = V2 = 1. Поэтому цена игры V = 1, а седловая точка (1;1).
Пример 2. Игрок 1 выбирает х(X = (0; 1), игрок 2 выбирает y(Y = (0; 1). После этого игрок 1 получает сумму

M(x, y) = x + y
за счёт игрока 2. Поскольку Х и Y ( открытые интервалы, то на них V1 и V2 не существуют. Если бы Х и Y были замкнутые интервалы, то, очевидно, было бы следующее : 

V1 = V2 = 1   при   xo = 1, yo = 0.

С другой стороны, ясно, что, выбирая  х  достаточно близкое к 1, игрок 1 будет уверен, что он получит выигрыш не меньше, чем число, близкое к цене игры V = 1; выбирая  y  близкое к нулю, игрок 2 не допустит, чтобы выигрыш  игрока 1 значительно отличался от цены игры V = 1.

Степень близости к цене игры может характеризоваться числом ( > 0. Поэтому в описываемой игре можно говорить об оптимальности чистых стратегий  хo = 1, yo = 0 соответственно игроков 1 и 2 с точностью до произвольного числа ( > 0. В связи с этим введём следующие определения.

Точка (

,

), где 

(X, 

(Y, в антагонистической непрерывной игре G называется точкой (-равновесия , если для любых стратегий x(X игрока 1, y(Y игрока 2 имеет место неравенство

М(х,

) ( ( ( M(

,

) ( М(

, y) + (.

Точка (-равновесия (

,

) называется также (-седловой точкой функции М(x, y), а стратегии 

 и 

 называются (-оптимальными стратегиями. Эти стратегии являются оптимальными с точностью до ( в том смысле, что, если отклонение от оптимальной стратегии никакой пользы игроку принести не может, то его отклонение от (-оптимальной стратегии может увеличить его выигрыш не более, чем на (.

Можно доказать, что для того, чтобы функция М имела (-седловые точки для любого ( > 0 необходимо и достаточно чтобы





 EMBED Equation.2  
M(x, y) = 



 EMBED Equation.2  
M(x, y).

Если игра G не имеет седловой точки ((-седловой точки) в чистых стратегиях, то оптимальные стратегии можно искать среди смешанных стратегий. Однако, в качестве вероятностной меры здесь вводятся функции распределения вероятностей применения игроками чистых стратегий.

Пусть F(х) ( функция распределения вероятностей применения чистых стратегий игроком 1. Если число ( ( чистая стратегия игрока 1, то

F(х) = P(( ( х),

где P(( ( х) означает вероятность того, что случайно выбранная чистая стратегия ( не будет превосходить числа  х. Аналогично рассматривается функция распределения вероятностей применения чистых стратегий  (  игроком 2

Q(y) = P(( ( y).

Функции F(х) и Q(y) называются смешанными стратегиями соответственно игроков 1 и 2. Если F(х) и Q(y) дифференцируемы, то существуют их производные, обозначаемые соответственно через f(x) и q(y) (функции плотности распределения).

В общем случае дифференциал функции распределения dF(х) выражает вероятность того, что стратегия ( находится в промежутке 

х ( ( ( х + dх.

Аналогично для игрока 2: dQ(y) означает вероятность того, что его стратегия ( находится в интервале

y ( ( ( y + dy.

Тогда выигрыш игрока 1 составит

М(х, y) dF(х),
а выигрыш игрока 2 равен

М(х, y) dQ(y).

Средний выигрыш игрока 1 при условии, что игрок 2 применяет свою чистую стратегию y, получим, если проинтегрируем выигрыш по всем возможным значениям  х, т.е.

E(F, y) = 


Напомним, что множество Y для  y  является замкнутым промежутком [0; 1].

Если игрок 1 применяет свою чистую стратегию  х, а игрок 2 ( y, то выигрыш игрока 1 составит

М(х, y) dP(х) dQ(y).

Средний выигрыш игрока 1 при условии, что оба игрока применяют свои смешанные стратегии F(х) и Q(y), будет равен

E(F,Q) = 

.

По аналогии с матричными играми определяются оптимальные смешанные стратегии игроков и цена игры: в антагонистической непрерывной игре G(Х,Y,М) пара смешанных стратегий F*(х) и Q*(y) соответственно для  игроков 1 и 2 образует седловую точку в смешанных стратегиях, если для любых смешанных стратегий F(х) и Q(y) справедливы соотношения 

Е(F,Q*) ( Е(F*,Q*) ( Е (F*,Q).

Из левой части последнего неравенства следует, что если игрок 1 отступает от своей стратегии F*(х), то его средний выигрыш не может увеличиться, но может уменьшиться за счёт лучших действий игрока 2, поэтому F*(х) называется оптимальной смешанной стратегией игрока 1.

Из правой части последнего неравенства следует, что если игрок 2 отступит от своей смешанной стратегии Q*(y), то средний выигрыш игрока 1 может увеличиться, а не уменьшиться, за счёт более разумных  действий игрока 1, поэтому Q*(y) называется оптимальной смешанной стратегией игрока 2. Средний выигрыш Е(F*,Q*), получаемый игроком 1 при применении игроками оптимальных смешанных стратегий, называется ценой игры.

По аналогии с матричными играми рассматривается нижняя цена непрерывной игры в смешанных стратегиях

V1 = 



 EMBED Equation.2  
E(F,Q)

и верхняя цена игры

V2 = 



 EMBED Equation.2  
E(F,Q).

Если существуют такие смешанные стратегии F*(х) и Q*(y)  соответственно для игроков 1 и 2, при которых нижняя и верхняя цены непрерывной игры совпадают, то F*(х) и Q*(y) естественно назвать оптимальными смешанными стратегиями соответствующих игроков, а V1 = V2 = V ( ценой игры.

Можно доказать, что существование седловой точки в смешанных стратегиях игры G(Х,Y,М) равносильно существованию верхней V2 и нижней V1 цен игры в смешанных стратегиях и их равенству V1 = V2 = V.

Таким образом, решить игру G(Х,Y,М) ( означает найти седловую точку или такие смешанные стратегии, при которых нижняя и верхняя цены игры совпадают.

Теоремы бесконечных антагонистических игр

Теорема 1 (существования). Всякая антагонистическая бесконечная игра двух игроков G с непрерывной функцией выигрышей М(х,y) на единичном квадрате имеет решение (игроки имеют оптимальные смешанные стратегии).

Теорема 2. Пусть ( бесконечная антагонистическая игра с непрерывной функцией выигрышей М(х, y) на единичном квадрате и ценой игры V. Тогда, если Q(y) ( оптимальная стратегия игрока 2 и для некоторого xo


,

то xo не может входить в точки спектра оптимальной стратегии игрока 1; если F(х) ( оптимальная стратегия игрока 1и для некоторого yo


,

то yo не может быть точкой спектра оптимальной стратегии игрока 2.

Из теоремы 2 следует, что если один из игроков применяет оптимальную стратегию, а другой ( чистую, притом что средний выигрыш игрока 1 отличается от цены игры, то эта чистая стратегия не может войти в его оптимальную стратегию (или она входит в неё с вероятностью нуль).

Теорема 3. Пусть в бесконечной антагонистической игре функция выигрышей М(х,y) непрерывная для х([0; 1], y([0; 1] и

М(х, y) = (М(y, х),

тогда цена игры равна нулю и любая оптимальная стратегия одного игрока будет также оптимальной стратегией другого игрока.

Сформулированные свойства оптимальных смешанных стратегий и цены игры помогают находить или проверять решения, но они ещё не дают в общем виде приемлемых методов решения игры. Более того, не существует общих методов для точного нахождения решения БАИ, и в том числе непрерывных игр на единичном квадрате. Поэтому рассматриваются частные виды антагонистических бесконечных игр.

4. Игры двух лиц с нулевой суммой

Игра двух лиц с нулевой суммой в матричной форме занимает центральное место в современной теории игр, так как теория таких игр разработана практически до конца.

Итак, пусть имеется два игрока. В распоряжении первого игрока имеется всего n возможных ходов i=1,2,3,...,n; в распоряжении второго игрока имеется m возможных ходов j=1,2,3,...,n. Эти возможные ходы называются чистыми стратегиями игроков.

Оба игрока делают одновременно по одному ходу, после чего 

      действий игроков, определенная правилами игры и состоящая из ходов, после 


      которых игрокам выплачиваются выигрыши." 
партия
 считается законченной. Если первый игрок делает ход i, а второй  ход j,

то первый игрок получает выигрыш, равный 
 INCLUDEPICTURE "http://fmi.asf.ru/library/book/OperReserch/Images/Image13.gif" \* MERGEFORMATINET 


.Очевидно, что выигрыш второго игрока равен . 

Эти данные можно записать в виде матрицы

[image: image2.png]


,

в которой строки соответствуют ходу первого игрока, а столбцы  ходу второго игрока. Эта матрица носит название платёжной матрицы игры.

5. Игры двух лиц с ненулевой суммой

Рассмотрим теперь основные идеи, касающиеся игр двух лиц с ненулевой суммой. В этом случае игра задаётся двумя матрицами, которые обычно объединяют в одну и пишут в виде
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Здесь [image: image4.png]


 выигрыш первого игрока и [image: image5.png]


 выигрыш второго, если первый игрок делает ход i, а второй  j. Однако в данном случае [image: image6.png]
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В такой ситуации появляется принципиально новый момент, которого не было раньше  возможность сговора, совместных действий игроков. Когда [image: image8.png]


, то интересы обоих игроков прямо противоположны и возможность сговора исключена в силу противоположности интересов. Если [image: image9.png]ay+by=0



, то интересы игроков могут хотя бы частично совпадать, что и определяет возможность хотя бы частичного сотрудничества между ними.

И эта возможность сговора не упрощает, а сильно усложняет ситуацию! Потому, что до чего и как договорятся игроки в очень сильной степени зависит от двух вещей: от самой возможности вести переговоры и от психологических особенностей игроков. А психология  очень сложная вещь и математика до неё еще не добралась.

Игры двух лиц с ненулевой суммой принято разбивать на два класса  некооперативные и кооперативные. В некооперативных играх игроки не имеют возможности общаться друг с другом. Как же они могут договориться между собой? Это возможно, если игра повторяется  тогда возможность такого сговора появляется в ходе повторения игры, ведь можно наказывать партнёра, выбирая заведомо плохой для него ход. Но вот что из этого получится  теория игр пока не даёт ни ответа, ни совета.

В кооперативных играх игроки имеют возможность договариваться в любое удобное для них время и никаких косвенных приёмов для договорённостей им применять не надо.

6. Игры с выпуклыми функциями выигрышей

Игры с выпуклыми непрерывными функциями выигрышей, называемые часто ядром, называются выпуклыми.

Мы знаем, что выпуклой функцией  f  действительной переменной  х  на интервале (а,b) называется такая функция, для которой выполняется неравенство

f((1 х1 + (2 х2) ( (1 f(х1) + (2 f(х2),

где  х1 и х2 ( любые две точки из интервала (а,b);  (1, (2 ( 0, причём  (1 + (2 = 1.

Если для (1 ( 0, (2 ( 0 всегда имеет место строгое неравенство

f((1 х1 + (2 х2) < (1 f(х1) + (2 f(х2),

то функция  f  называется строго выпуклой на (а;b). Геометрически выпуклая функция изображает дугу, график которой расположен ниже стягивающей её хорды.


Напомним, также, что непрерывная и строго выпуклая функция  f  на замкнутом интервале принимает минимальное значение только в одной точке интервала.

Для нахождения решения выпуклой игры можно воспользоваться теоремой.

Теорема игр с выпуклыми функциями выигрышей

Пусть М(х, y) ( непрерывная функция выигрышей игрока 1, на единичном квадрате и строго выпуклая по  y  для любого  х. Тогда имеется единственная оптимальная чистая стратегия  y = yo ([0;1]  для игрока 2, цена игры определяется по формуле

V = 



 EMBED Equation.2  
M(x, y),                                           


значение  yo  определяется как решение следующего уравнения



M(x, yo) = V.                                                 


Замечание. Если в теореме  предполагать строгую выпуклость функции М(х, y) по y, а просто выпуклость, то теорема остаётся в силе с тем отличием, что у игрока 2 оптимальная чистая стратегия не будет единственной.

Замечание. Выпуклые игры называют часто выпукло-вогнутыми, т.к. игра в них имеет седлообразное ядро, а так как ядро седлообразное, то игра имеет седловую точку в чистых стратегиях.

Таким образом, если М(х, y) непрерывна и выпукла по  y, то цена игры определяется по формуле (1), и игрок 2 имеет оптимальную чистую стратегию, определяемую из уравнения (2).

Аналогично и для игрока 1: если функция выигрышей М(х, y) непрерывна по обоим аргументам и строго вогнута по  х  при любом  y, то в этом случае игрок 1 имеет единственную оптимальную стратегию.

Цена игры определяется по формуле

V = 



 EMBED Equation.2  
M(x,y),                                           


а чистая оптимальная стратегия  хo  игрока 1 определяется из уравнения



M(xo, y) = V.                                                   


Пример. Пусть на квадрате [0;1] задана функция

М(х, y) = 

.                                          


Так как



  для  x ([0; 1], y ((0;1),

то М(х, y) строго вогнута по  х  для любого  y ((0;1). Следовательно, цена игры находится по формуле (3)

V = 



 EMBED Equation.2  


.

Отметим, что при  0 ( х (

  справедливо равенство





 = 


а при  0,5 < х ( 1





 = 


Поэтому

V = max [



 EMBED Equation.2  


; 



 EMBED Equation.2  


] =

= max [



; 



] =

= max [

;

] = 

.

При этом значение  х  получается равным  хo = 

. Это же значение получается из решения уравнения





 = 

,

т.к. минимум достигается при  y = 0, и это уравнение превращается в следующее



 = 

,

откуда следует, что  х = 

.

Заметим, что если в функции выигрышей (5) поменять местами  х и y, то она не изменится, а следовательно, эта функция выпукла и по  y  при всех  х ([0;1]. Поэтому к ней применима та же теория, т.е. у игрока 2 существует оптимальная чистая стратегия yo, определяемая из уравнения (4)





 = 


Очевидно, максимум по  х  достигается при  х = 

, и последнее уравнение примет вид



 = 

.

Решением последнего уравнения будет yo = 0. Следовательно, игрок 2 имеет оптимальную чистую стратегию yo = 0.

7. Коалиционные игры (кооперативные)
Основы теории кооперативных игр были заложены одновременно с основами некооперативной теории, однако исследование коалиционного взаимодействия игроков потребовало создания моделей, значительно отличающихся от характерных для теории некооперативных игр постановок игровых задач в нормальной или развернутой формах. 
В теории кооперативных игр взаимодействие игроков формализуется с помощью понятия коалиции. Для игры n лиц коалицией является любое непустое подмножество множества игроков N = {1,...,n} . Информационными коалициями будем называть группу игроков, обменивающихся друг с другом информацией. Считается, что в процессе образования коалиции заключаются соглашения, заставляющие игроков сообщать необходимую информацию. При этом возможность блефа, сообщения недостоверной информации, не рассматривается.
Коалиции, члены которых могут обмениваться между собой выигрышем, будем называть коалициями полезности, или просто коалициями.
Игры, в которых игроки могут образовывать коалиции полезности, называются играми с трансферабельной полезностью (ТП-играми). В отличие от них, игры, в которых игроки могут образовывать только информационные коалиции, называются играми с нетрансферабельной полезностью (НТП-играми).
Характеристическая функция игры
Теорию кооперативных игр интересует в основном то, какие коалиции образуются в процессе игры и какие условия необходимы для устойчивого существования коалиций. 
Игра в нормальной форме, как достаточно подробное описание конфликтной ситуации, оказалась слишком сложной моделью для исследования кооперативных взаимодействий игроков. Чтобы описать с помощью игры в нормальной форме даже самый простой переговорный процесс между игроками, требуется немыслимое усложнение множества их стратегий, включающее в себя как элементы, соответствующие передаче информации другим игрокам, так и элементы, описывающие реакцию на их сообщения. Основная идея теории кооперативных игр состоит в том, чтобы, не рассматривая переговорный процесс как таковой, анализировать возможные его исходы и делать выводы о реализуемости того или иного результата переговоров. Поэтому и элементами описания игры в форме характеристической функции – базовой модели теории кооперативных игр – являются не стратегии игроков, а выигрыши, которые может себе гарантировать та или иная коалиция. 
Игра в форме характеристической функции может быть построена на основе игры в нормальной форме. Так обычно и приходится делать, потому что реальные конфликты обычно формулируются сперва в нормальной форме – перечислением множества игроков, их стратегий и функций выигрыша. Характеристическая функция определяет выигрыш, получаемый коалицией S (если в процессе игры такая коалиция образовалась) при рациональных действиях ее участников . Решение о том, что понимать в каждом конкретном случае под рациональными действиями игроков, принимается из анализа игры в нормальной форме и выбранной модели рационального поведения. 
Базовая модель кооперативной игры разрешает передачу выигрыша между игроками, а это значит, что предполагается наличие линейно-трансферабельного товара , например, денег. Это предположение типично для экономических моделей, к которым относятся и модели управления ОС. 
Характеристической функцией игры n лиц называется определенная на подмножествах S Í N множества игроков N, что v(Æ) = 0 . Характеристическая функция называется супераддитивной, если 

(1) [image: image10.png]VS.TcN:SONT=3 v(S)+wT)<wSUT),




то есть для любых непересекающихся коалиций их объединение может получить полезность не меньшую, чем эти коалиции могли бы в сумме получить, действуя по отдельности . В этих условиях объединение в коалицию, включающую всех игроков, представляет собой самое эффективное с точки зрения суммарной полезности поведение участников игры, однако устойчивость этой коалиции требует дополнительного исследования (см. ниже). 
Супераддитивные игры представляют собой в некотором смысле типичный случай. Действительно, пусть имеются коалиции S и T с их выигрышами v(S) и v(T). Что мешает образующейся коалиции S UT действовать так, как если бы такого объединения не существовало? Тогда полезность этой коалиции будет как минимум равна сумме полезностей коалиций S и T, обеспечивая супераддитивность. Эти нестрогие рассуждения, как показано ниже, верны лишь при некоторых предположениях. 
Классическая теория рассматривает в основном супераддитивные игры. Главные вопросы, которые встают при их исследовании – это вопросы об условиях реализуемости максимальной коалиции N и справедливом распределении выигрыша v(N) между игроками. 
Обычно игровые задачи, в том числе и задачи управления ОС, ставятся в нормальной форме. Для исследования коалиционного взаимодействия игру необходимо перевести в форму характеристической функции. При этом процедура перехода существенно зависит от используемого принципа рационального поведения игроков. 
Для классической постановки задачи теории кооперативных игр характерно отсутствие информированности членов коалиции о стратегиях игроков, не входящих в коалицию и о структуре других образовавшихся коалиций. В этих условиях осторожные игроки должны использовать принцип максимального гарантированного результата (МГР) для оценки выигрыша коалиции, к которой они собираются присоединиться. Применение принципа МГР для некоторой коалиции S состоит в минимизации выигрыша коалиции по стратегиям игроков, не входящих в коалицию S, и, затем, в максимизации выигрыша по стратегии коалиции S. 
Под стратегией коалиции понимается вектор стратегий ее участников, а под выигрышем коалиции – сумма их выигрышей. 

Характеристическая функция определяется выражением 
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В выражении (2) можно заменить чистые стратегии на смешанные. Тогда v(S) будет в точности совпадать с нижним значением антагонистической игры двух лиц – коалиции S и коалиции N\S. Введенная таким образом характеристическая функция всегда супераддитивна. 
Несмотря на удобство применения принципа МГР для построения характеристической функции, дополнительная информированность игроков может сделать более логичным использование других концепций равновесия. Обратим внимание на то, что переговорный процесс должен сопровождаться передачей игроками друг другу информации о своих функциях выигрыша, поскольку подобные данные могут оказывать существенное влияние на структуру коалиций. В связи с этим можно предположить, что к моменту окончательного выбора коалиции каждый игрок (а значит и любая коалиция) будет обладать информацией о целевых функциях всех остальных игроков (а, значит, и всех возможных коалиций). 
Тогда коалиция S должна ожидать от остальных игроков действий, направленных на максимизацию их функций полезности, а не действий, наихудших для коалиции S, как предписывает МГР.

Теорема Бондаревой
С-ядро игры (N, v) не пусто тогда и только тогда, когда для любого сбалансированного покрытия [image: image12.png]


выполнено неравенство

[image: image13.png](1) 36,v(S)<V(N).
ScN




Если для некоторой кооперативной игры выполнено условие (1), то игра называется сбалансированной. Если характеристическая функция v игры имеет вид 

v(S) = u(S) + w(S) и игры u и w сбалансированы, то и игра v также сбалансирована . Если для игры с характеристической функцией v найдется такая сбалансированная игра w, что 
[image: image14.png]v(N)=w(N), VS Nv(S)<w(S),




то игра v также сбалансирована.

8. Бескоалиционные игры.

В конечной бескоалиционной игре двух игроков (КБИДИ) каждый из них делает один ход (  выбирает одну стратегию из имеющегося у него конечного числа стратегий, и после этого он получает свой выигрыш согласно определённым для каждого из них матрицами выигрышей. Другими словами КБИДИ полностью определяется двумя матрицами выигрышей для двух игроков. Поэтому такие игры называются биматричными. Пусть у игрока 1 имеется m стратегий, i =

, у игрока 2 имеется n стратегий, j =

. Выигрыши игроков 1 и 2 соответственно задаются матрицами

А = 

,   В = 


Будем по-прежнему считать полный набор вероятностей  x = (x1, ..., xm) применения 1 игроком своих чистых стратегий смешанной стратегией игрока 1, и у = (y1, ..., yn) ( смешанной стратегией игрока 2. тогда средние выигрыши игроков 1 и 2 соответственно равны



                  


Ситуация равновесия для биматричной игры составляет пару (x,y) таких смешанных стратегий игроков 1 и 2, которые удовлетворяют неравенствам :




или




Для определения ситуаций равновесия необходимо решить систему неравенств (1) и (2)  (

 и 

) относительно неизвестных x = (x1, ..., xm)  и  у = (y1, ..., yn) при условиях



,   

,   xi ( 0   (i =

),   yj ( 0   (j =

).

Теорема (Нэша)

Теорема. Каждая биматричная игра имеет по крайней мере одну ситуацию равновесия.

В качестве примера рассмотрим случай, когда каждый игрок имеет две чистые стратегии. В этом случае матрицы A и B равны :

A = 

,   B = 

.

Смешанные стратегии для игроков 1 и 2 имеют вид :

(x, 1( x),    (y, 1( y)          0 ( x ( 1;   0 ( y ( 1,

а средние выигрыши равны :

E1(A,x,y) = xA

 = (x; 1( x)



 EMBED Equation.2  
=

= (a11 ( a12 ( a21 + a22) xy + (a12 ( a22) x + (a21 ( a22) y + a22.

E2(B,x,y) = xB

 = (x; 1( x)



 EMBED Equation.2  
=

= (b11 ( b12 ( b21 + b22) xy + (b12 ( b22) x + (b21 ( b22) y + b22.

Условия 

 и 

 будут выглядеть





 EMBED Equation.2  
 (  E1(A,x,y),

(x; 1( x)

 (  E2(B,x,y),

или



                     




                    


Преобразовав (3) и (4), получим



(1( x) y + 

 (1( x) ( 0

(a11 ( a12 ( a21 + a22) xy + (a12 ( a22) x ( 0

или




Т. о., множество всех приемлемых стратегий для игрока 1 удовлетворяет условиям (5) и (6),  0 ( x ( 1;  0 ( y ( 1. Чтобы найти x рассмотрим 3 случая :

1.   Если x = 0, то (6) справедливо ( y, а (5) имеет вид :

a1y ( a2 ( 0.                                      


2.   Если x = 1, то (5) справедливо ( y, а (6) имеет вид :

a1y ( a2 ( 0.                                      


3.   Если 0 < x < 1, то (5) разделим на (1 ( x), а (6) ( на  x  и получим



        


Итак, множество К решений системы (5) ( (6) состоит из

1)  всех ситуаций вида (0; y), если  a1y ( a2 ( 0;  0 ( y ( 1;

2)  всех ситуаций вида (x; y), если  a1y ( a2 = 0;  0 < x < 1;

3)  всех ситуаций вида (1; y), если  a1y ( a2 ( 0;  0 ( y ( 1.

Если  a1 = a2 = 0, то решением является  x([0; 1],  y([0; 1],  т. к. все неравенства    (7) ( (8) выполняются при всех  x и y,  т. е. множество приемлемых для игрока 1 ситуаций покрывает весь единичный квадрат.

Если  a1 = 0,  a2 ( 0,  то выполняется либо (7), либо (8), и поэтому решением является либо  x = 0, либо x=1  при  0 ( y ( 1 (приемлемой стратегии в игре не существует).

Если  a1 > 0,  то из (7) получаем решение

x = 0;  y ( 

:= (,

Из (8) следует ещё решение  x = 1,  y ( (,  из (9) следует ещё решение

0 < x < 1,   y = (.

Если a1 < 0, то решение следующее :

x = 0,  y ( (;  x = 1,  y ( (;  0 < x < 1,  y = (.

При этом необходимо учитывать, что дополнительно должно быть

0 ( y ( 1.

Геометрически это выглядит следующим образом :

                y                   (                            y                  (                           y                   ( 

            1                                                 1                                                1

                                       a1>0                                           a1>0                                           a1>0

                                       (<0                                            (=0                                           1< (<1

                                                                                                                           (x, ()
           0                        1           x          0                       1            x           0                      1           x

                 ( (                                             ( (                                             ( (
       y                   (                           y                                                  y

                                                                               (                          (
  1                         a1>0                 1                        a1>0                 1                         a1< 0

            (x, 1)         (=1                                           ( >1                          (x, ()        0< (<1

                                                          (0, ()
                                       x                                                 x                                                  x

  0   ( (              1                        0   ( (              1                       0               ( (   1

Для игрока 2 исследования аналогичны. Если ввести обозначения

b1 := b11 ( b12 ( b21 + b22
b2 := b22 ( 


то множество L приемлемых для него ситуаций состоит из :

1)  всех ситуаций вида (x, 0), если  b1x ( b2 < 0; 0 ( x ( 1,

2)  всех ситуаций вида (x, y), если  b1x ( b2 = 0; 0 ( x ( 1; 0 < y < 1,

3)  всех ситуаций вида (x, 1), если  b1x ( b2 > 0; 0 ( x ( 1.

Результаты следующие :

если  b1 = b2 = 0, то решение 0 ( x ( 1; 0 ( y ( 1;

если  b1 = 0; b2 ( 0, то решение либо y = 0, либо y = 1 при 0 ( x ( 1 (приемлемой стратегии в игре не существует);

если  b1 > 0, то решения следующие :

y = 0,  x < 

= (;  y = 1,  x > (;  0 < y < 1;  x = (;

если  b1 < 0, то решения следующие :

y = 0,  x > (;  y = 1,  x < (;  0 < y < 1;  x = (
При этом необходимо учитывать, что 0 ( x ( 1.

                y                                                                           y
           1                                                                      1

                ((,y)                                                                    ((,y)
                                                  x                                                                           x
           0                    1                                                     0                    1

                    b1 > 0                                                                     b1 < 0

                  0 < ( < 1                                                               0 < ( < 1

Решением игры является пересечение множеств K и L, т.е. те значения  x и y, которые являются общими для множеств K и L.

             y                                                                          y
                1                                                                     1

                                                            x                                                                          x
                0                                1                                         0                               1                         

                                   а)                                                                     б) 

При этом зигзаги  K и L  могут быть не только одинаковой, но и противоположной направленности. В первом случае зигзаги имеют одну точку пересечения, а во-втором ​​​( три. Средние выигрыши при этом определяются по формулам (*), если в них подставить полученное решение  x и y  (рис.а)). Очевидно ( входит в смешанную стратегию игрока 2, хотя зависит только от выигрышей 1 игрока; ( входит в смешанную стратегию игрока 1, хотя зависит только от выигрышей игрока 2. Сравнение этих результатов с результатами решения матричных игр с нулевой суммой показывает, что ( совпадает с оптимальной стратегией игрока 1 в матричной игре с матрицей A, а ( ( с оптимальной стратегией игрока 2 в матричной игре с матрицей B. Отсюда можно сделать вывод, что равновесная ситуация направляет поведение игроков не только на максимизацию своего выигрыша, сколько на минимизацию выигрыша противника.

С другой стороны, естественно также рассматривать подходящим поведение игроков в конечных бескоалиционных играх, направленное на максимизацию своего выигрыша с учётом максимального противодействия игрока, т.е. подходящей стратегией игрока 1 считать оптимальную смешанную стратегию игрока 1 в матричной игре с матрицей A, а подходящей стратегией игрока 2 считать оптимальную смешанную стратегию игрока 2 в матричной игре с матрицей B, если в ней рассматривать решение с позиций максимизации выигрыша игрока 2, т.е. решать её, как для игрока 1, с матрицей 

.

 Пример бескоалиционные игры

Министерство желает построить один из двух объектов на территории города. Городские власти могут принять предложения министерства или отказать. Министерство ( игрок 1 ( имеет две стратегии: строить объект 1, строить объект 2. Город ( игрок 2 ( имеет две стратегии: принять предложение министерства или отказать. Свои действия (стратегии) они применяют независимо друг от друга, и результаты определяются прибылью (выигрышем) согласно следующим матрицам:

A = 

,     B = 


(например: если игроки применяют свои первые стратегии, министерство решает строить 1 объект, а городские власти разрешают его постройку, тогда город получает выигрыш 5 млн, а министерство теряет 10 млн, и т.д.)

Решение. Для этой игры имеем :

a1 = a11 ( a12 ( a21 + a22 = (10 ( 2 ( 1 ( 1 = (14 < 0,

a2 = a22 ( a12 = (1 ( 2 = (3,



.

Так как  a1 < 0, то множество решений K имеет следующий вид :

(0, y)   при   

;

(x, 

)   при   0 ( x ( 1;

(1, y)   при   0 ( y ( 

.

         Для 2 игрока имеем :

b1 = b11 ( b12 ( b21 + b22 = 5 + 2 + 1 + 1 = 9 > 0,

b2 = b22 ( b21 = 1 + 1 = 2, 




                                                                       y 
                                                                1

Так как b1 > 0, то множество решений L                                L
имеет следующий вид :
                                                                                                             K
   (x; 0),   при   0 ( x (

;                    


(

; y),   при   0 ( y ( 1;                        0         

                            1                      x
 (x; 1),   при   

( x ( 1.

Точка пересечения множеств L и K есть точка C с координатами  x = 

;  y = 

 и является соответственно приемлемыми стратегиями министерства и города.

При этом выигрыш соответственно равен

E1(A,x,y) = (x, 1(x)



 EMBED Equation.2  
=

= 



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
= 


E2(A,x,y) = (x, 1(x)



 EMBED Equation.2  
= 


Замечание. Если решить эту игру как матричные игры двух игроков с нулевой суммой, то для игры с матрицей A оптимальные смешанные для 1 игрока и цена игры получаются из решения уравнений




откуда вероятность применения игроком 1 первой стратегии равна 

, цена игры (  

, что совпадает с E1, вероятность применения игроком 2 первой стратегии 

; для игры с матрицей B оптимальные смешанные стратегии и цена игры для игрока 2 определяются из системы :




Следовательно, вероятность применения игроком 2 своей стратегии 

, а игроком 1

, цена игры 

, что совпадает с E2.

Таким образом, если каждый из игроков будет применять свои стратегии в этой игре, исходя только из матриц своих выигрышей, то их оптимальные средние выигрыши совпадают с их выигрышами при ситуации равновесия.
9. Вывод
Изучив антагонистические игры, можно сделать вывод, что они описывают конфликты весьма частного вида. Более того, для большинства имеющих место в реальной жизни конфликтов антагонистические игры либо вовсе не могут считаться приемлемыми, адекватными описаниями, либо, в лучшем случае, могут рассматриваться как первые грубые приближения.

Во-первых, антагонистические игры никак не затрагивают своими описаниями конфликты с числом строк, большим, чем два. В месте с тем, такие многосторонние конфликты не только встречаются в действительности, но являются принципиально более сложными, чем конфликты с двумя участниками, и даже не поддаются сведению к последним.

Во-вторых, даже в конфликтах с двумя участниками интересы сторон вовсе не обязаны быть противоположными; во многих конфликтах такого рода случается так, что одна из ситуаций оказывается предпочтительнее другой для обоих участников.

В-третьих, даже если любые две ситуации сравниваются игроками по их предпочтительности противоположным образом, различие разностей в оценках этой предпочтительности оставляет место для соглашений, компромиссов и коопераций.

Наконец, в-четвёртых, содержательная острота конфликта не обязательно соответствует его формальной антагонистичности. Например, при встрече двух боевых единиц воюющих сторон (скажем, танков) обоюдное их стремление уничтожить друг друга не выражает антагонистичности конфликта: в антагонистическом конфликте цели сторон оказываются строго противоположными, и стремлению одной стороны уничтожить другую противоположным будет стремление избежать уничтожения.
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