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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
1.1. История

Теория систем массового обслуживания начала развиваться в начале 20 века. Основателем СМО считается математик Иохансен, сформулировавший в 1907 году предпосылки новой теории. 
Первые задачи теории массового  обслуживания были рассмотрены сотрудником Копенгагенской телефоннной компании, ученым Эрлангом (1878—1929) в период между 1908 и 1922 годами. Целью решения задач было упорядочить работу телефонной станции и заранее рассчитать качество обслуживания потребителей в зависимости от числа используемых устройств. В 1909 году Эрланг применил теорию вероятностей к исследованию зависимости обслуживания телефонных вызовов от числа поступающих на телефонную станцию вызовов. 
В СССР развитием данной проблематики занимался математик Хинчин, одной из главных работ которого, является «Теория очередей».

1.2. Предмет теории массового обслуживания

Теория систем массового обслуживания посвящена разработке методов анализа, проектирования и рациональной организации систем, относящихся к различным областям деятельности, таким как связь, вычислительная техника, экономика, системы управления и организация производства, транспорт, торговля, здравоохранение, военное дело. Несмотря на все свое разнообразие, приведенные системы обладают рядом типичных свойств, а именно: 
· СМО представляют собой системы специфического вида.  Под системой понимается совокупность взаимосвязанных и целенаправленно взаимодействующих частей (элементов). 

· СМО (системы массового обслуживания) - это модели системы, в которых с одной стороны возникают массовые запросы (требования) на выполнение каких-либо услуг, а с другой стороны происходит удовлетворение этих запросов. 

· СМО представляет собой совокупность обслуживающего оборудования и персонала при соответствующей организации процесса обслуживания. 

· Задать СМО -  значит задать  структуру системы и статистические характеристики последовательности поступления заявок и последовательности их обслуживания.
Каждая система массового обслуживания состоит из какого-то числа обслуживающих устройств, приборов, линий связи и т.п., восполняющих определенные операции. Все они в дальнейшем будут называться каналами обслуживания. Обслуживанию подлежит поток заявок или требований, поступающих в системы. Заявки поступают чаще всего в случайные моменты времени. Длительность обслуживания каждой заявки так же является  случайной величиной. В связи с этим работа системы протекает нерегулярно. В какие-то моменты каналы обслуживания простаивают, в другие моменты происходит накапливание заявок. Это приводит либо к отказу обслуживания каких-то заявок, либо к образованию из них очередей.

Для уменьшения степени влияния подобных негативных факторов разрабатываются рекомендации по рациональной организации системы в соответствии с требуемой пропускной способностью и другими характеристиками эффективности ее работы. Разработка подобных рекомендаций и методов расчета характеристик эффективности систем и есть предмет теории массового обслуживания. 
1.3. Классификация СМО
Для облегчения процесса моделирования системы следует пользоваться классификацией СМО по различным признакам, для которых пригодны определенные группы методов и моделей теории массового обслуживания, упрощающие  и подбор адекватных математических моделей к решению задач обслуживания в коммерческой деятельности.

Основные направления классификации СМО

· Системы разомкнутого и замкнутого типа. Системы разомкнутого типа имеют источник заявок бесконечной интенсивности, который непосредственно в систему не входит. Системы замкнутого типа имеют источник требований находящийся в самой системе.

· Основные характеристики СМО, определяющие особенности их функционирования, подразделяются в зависимости от следующих направлений:

а) характер входного потока. Потоки могут быть ординарными,  (заявки следуют одна за другой по одиночке) или групповыми. В последнем случае число заявок в группе может быть постоянной  или случайной величиной. Интервалы времени поступления заявок (или групп заявок) могут быть регулярными или случайными. Заявки могут быть равнозначными и неравнозначными. В последнем случае  различают СМО с приоритетом или без приоритета. Приоритет может быть  абсолютным или относительным;

б) дисциплина ожидания. По этому признаку различаются: 

· СМО с отказами (если поступившая в систему заявка застает занятыми все каналы обслуживания, то она покидает систему не обслуженной).

· СМО с ожиданием (если поступившая в систему заявка застает занятыми все каналы обслуживания, то она становится в очередь и ждет обслуживания сколь угодно долго).

· Смешанные системы (такие системы имеют ограничения на длину очереди или на время пребывания заявки в очереди или в системе);

в) дисциплины обслуживания.

· По числу каналов обслуживания различают одноканальные и многоканальные системы. Многоканальные системы могут иметь равноценные каналы (каналы одинаковой производительности, характеризуемой длительностью обслуживания одной заявки) или каналы разной производительности.

· Длительность обслуживания заявок может быть регулярной или случайной величиной. 

· По степени надежности каналов обслуживания различают системы с абсолютно надежными каналами и системы с выходом из строя каналов обслуживания:

· без восстановления вышедших из строя каналов, 

· с восстановлением вышедших из строя каналов,

· с потерей заявки, обслуживаемой в момент выхода из строя канала, или с возвращением ее в очередь,

· длительности безотказной работы каналов и их восстановления могут быть регулярными или случайными.

1.4. Основная задача теории массового обслуживания

Пусть заданы структура системы, параметры, статистические характеристики и характеристики потока входных заявок. Задача анализа СМО заключается в определении ряда показателей ее эффективности, которые можно разделить на следующие группы:

· показатели, характеризующие систему в целом: число занятых обслуживанием каналов связи, число обслуженных, ожидающих обслуживание или получивших отказ заявок в единицу времени;

· вероятностные характеристики: вероятность того, что заявка будет обслужена или получит отказ в обслуживании, что все каналы обслуживания свободны или определенное число их занято, вероятность наличия очереди;

· экономические показатели: стоимость потерь, связанных с уходом не обслуженной по тем или иным причинам заявки из системы, экономический эффект, полученный в результате обслуживания заявки, и т.д.

Поскольку в общем случае все эти величины случайны, то определяются законы распределения вероятностей или хотя бы их числовые характеристики (прежде всего математические ожидания).

Показатели эффективности позволяют сформулировать требования к системе с двух часто противоположных точек зрений. Для того чтобы оценить систему с точки зрения потребителя системы используют такие показатели, как максимальная пропускная способность системы, наименьшее время пребывания заявки в очереди и т.д. Для анализа системы с точки зрения эффективности ее эксплуатации используются: максимальный коэффициент загрузки системы, наибольшая прибыль от функционирования системы на заданном интервале времени и т.д. Сравнение показателей различных систем или разных вариантов одной системы позволяет определить оптимальные с той или иной точки зрения параметры системы; рекомендовать наилучший вариант структуры системы или найти разумный компромисс между противоположными точками зрения. 

1.5. Математическое описание СМО

Система массового обслуживания рассматривается как некоторая физическая система с дискретными состояниями, функционирующая при непрерывном времени. Это означает, что переход из одного дискретного состояния в другое может происходить в произвольный момент времени. Для того чтобы показать правила таких переходов, используют наглядную схему, называемую графом состояния. Удобно считать, что указанные переходы происходят под действием некоторых потоков событий. Для многих реальных процессов поток событий достаточно хоро​шо описывается законом распределения Пуассона. Такой поток называет​ся стационарным пуассоновским потоком или простейшим.

Простейший поток обладает следующими свойствами:
1. Стационарность - количественные характеристики потока (Интенсивность потока 
[image: image1.wmf])

(

t

l

 - среднее число событий, происходящих в единицу времени) не зависят от рассматриваемого временного участка. Это значит, что число заявок, поступающих в систему в равные промежутки времени, в среднем должно быть постоянным. Это поток постоянной интенсивности 
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2. Ординарность – события следуют по одиночке.  Это означает, что вероятность попадания на элементарный интервал 
[image: image3.wmf]t
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, примыкающий к моменту времени t, двух и более событий мала по сравнению с вероятностью попадания на него одного события (совпадение моментов времени, появления двух событий теоретически возможно, но маловероятно). 
3. Отсутствие последствия  - время поступления очередной заявки не зависит от времени поступления предыдущей заявки.


Если потоки – простейшие, то случайный процесс, протекающий в системе, описывается с помощью обыкновенных дифференциальных уравнений.

2. ПРИМЕР СИСТЕМ МАССОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
2.1. Постановка задачи 

На телефонную станцию в случайном порядке поступают вызовы (заявки). Если в момент поступления вызова есть свободные линии связи (каналы обслуживания), то производится подключение абонента к одной из них и происходит разговор в течение некоторого времени (осуществляется обслуживание клиента). Если все линии заняты, то возможны следующие варианты:

а) вызов получает отказ (потеря заявки), и дальнейшее обслуживание производится так, как будто этот вызов вообще не поступал. Такие системы называются системами с отказами;

б) вызов ставится в очередь и ждет сколь угодно долго, пока все поступившие ранее заявки не будут обслужены. Это пример системы с ожиданием;  

в) могут быть и более сложные ситуации. Например, при осуществлении междугородней телефонной связи абонент может ждать установления связи определенное время, после чего снимает заказ. Возможны ограничения на длину очереди или на время пребывания заявки не только в очереди, но и в системе вообще. Системы массового обслуживания, имеющие какие-либо ограничения, называются смешанными. 

2.2. Описание типа СМО в общем виде
В данной курсовой работе рассматривается многоканальная система с отказами - простейшая система, которая фактически состоит из одного узла обслуживания, содержащего  n  каналов одинаковой производительности, каждый их которых может обслуживать только одну заявку.

Источник входных однотипных заявок бесконечной интенсивности в систему не входит (см. рис. 1).  Заявка, поступившая в систему и заставшая свободным хотя бы один канал, мгновенно поступает  на обслуживание. Если все каналы заняты, то она получает отказ в обслуживании и уходит из системы.
                                                    a - поток входных заявок,

                                                    b - поток обслуженных заявок, 

                                                    c- поток заявок, получивших     

                                                       отказ в обслуживании,    

                                                      - источник входных заявок,  

                                                        - узел обслуживания 

Рис. 1. СМО с отказами

Все каналы обслуживания одинаковой производительности для системы не различимы. Для каждой системы задается дисциплина обслуживания или правило функционирования системы. В рассматриваемом случае оно может быть сформулировано следующим образом:

· если к моменту поступления в систему очередной заявки свободны хотя бы два канала обслуживания, то задается правило выбора канала(обычно случайный равновероятный выбор) и заявка мгновенно поступает на обслуживание этим каналом;

· если вновь поступившая в систему заявка застает все каналы обслуживания занятыми, то она получает отказ в обслуживании и покидает систему.

Изучаемая система имеет следующие характеристики:

1. Система состоит из  n  каналов обслуживания.

2. Входной поток заявок - простейший с интенсивностью  (. 
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3. Поток обслуживания в каждом канале имеет интенсивность µ, т.е. среднее время обслуживания  Tобс  одной заявки любым каналом одинаковое.


[image: image5.wmf]m

=

=

>

m

-

×

m

=

1

0

]

îáñ

T

M[

îáñ

_

t

   

,

t

   

,

t

e

)

t

(

g





(2)

         
4. Число k заявок, поступающих на любой интервал t, в таком потоке распределено по закону Пуассона, т.е вероятность 
[image: image6.wmf])
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 того, что в обслуживающую систему за время t поступит именно k заявок будет вычисляться по формуле:









(3)

По числу заявок СМО определяются ее состояния xk, представленные в виде размеченного графа:

[image: image8.emf] 


Рис. 2. Размеченный граф состояний СМО с отказами.

На рис. 2 представлен граф  n-канальной системы с отказами. Ее возможные состояния:

х0 - свободны все каналы,

х1 - занят обслуживанием один какой-либо канал, остальные каналы свободны,

хk - занято  k  каналов, остальные – свободны,

хn - заняты обслуживанием все  n  каналов. 

Для данного типа систем граф состояний образуют цепь, в которой каждое состояние (кроме крайних) связано прямой и обратной связью с двумя соседними состояниями. Это схема «рождения-гибели».
Переход из одного состояния, например xk в xk+1 происходит под воздействием входного потока заявок с интенсивностью (, а обратно - под воздействием потока обслуживания заявок с интенсивностью μ. Если система находилась в состоянии  хk  и освободился один из  k  каналов, то происходит переход к состоянию  хk-1  с потоком, интенсивность которого равна произведению  k(  (поскольку может освободиться любой из  k  каналов). Следовательно, поток событий, переводящий систему из xn в xn-1, имеет интенсивность n(. Так формулируется классическая задача Эрланга.
Случайный процесс, протекающий в СМО, описывается системой дифференциальных уравнений Эрланга, которые позволяют получить выражения для предельных вероятностей состояний рассматриваемой системы, называемые формулами Эрланга:
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условие нормировки
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где  p0 - вероятность того, что все каналы свободны;

pk - вероятность того, что занято к каналов, (очереди нет) k=0, 1, 2 …n; 
α - интенсивность нагрузки.
Вычислив все вероятности состояний n - канальной СМО с отказами p0, p1, p2, ... , pk, ... , pn , можно найти характеристики системы обслуживания.

2.3. Показатели эффективности СМО с отказами

Для того чтобы оценить качество системы с различных точек зрения, необходимо определить ряд параметров системы, по которым можно судить об эффективности изучаемой системы. 

В соответствии со схемой системы (см. рис.1.1):
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- плотность потока входных заявок;
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- плотность потока обслуженных заявок;


[image: image17.wmf]с

l


- плотность потока заявок, получивших отказ в обслуживании.

В стационарном режиме работы системы   
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 - вероятность простоя системы.
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 - вероятность полной загрузки системы.
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 - интенсивность нагрузки (среднее число заявок, поступающих в систему за среднее время обслуживания одной заявки в одном канале).


[image: image22.wmf]å

=

×

a

=

×

=

n

k

îáñ

P

k

p

k

ç

_

n

1

- среднее число занятых каналов . 
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 - среднее число свободных каналов.
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 - абсолютная пропускная способность СМО - среднее число обслуженных заявок в единицу времени. Пусть в момент времени  t занято  k  каналов. Мгновенная интенсивность обслуживания системы равна  
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, а среднее число обслуженных заявок в единицу времени  
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 равно ее математическому ожиданию  
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 - относительная пропускная способность СМО (вероятность обслуживания) - вероятность того, что заявка, поступившая в систему, найдет хотя бы один канал свободным и будет обслужена. 

Вероятность отказа заявке в обслуживании или вероятность полной загрузки СМО - вероятность того, что все каналы заняты.
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- коэффициент загрузки системы или вероятность занятости канала (вероятность того, что произвольно выбранный канал в произвольный момент времени будет занят). Так как все каналы одной производительности и работают в одинаковых условиях, то  
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- коэффициент простоя системы или вероятность простоя канала.
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 - среднее время загрузки канала (от момента занятия канала до его освобождения)
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 - среднее время простоя канала.
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- среднее время полной загрузки СМО. Тnз – случайное время полной загрузки СМО от момента занятия заявками всех каналов до освобождения хотя бы одного из них, т.е. время однократного пребывания системы в состоянии  хn. Распределено по показательному закону с параметром 
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Среднее время обслуживания одной заявки  
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. Вероятность того, что она будет обслуживаться, есть Робс. Следовательно, среднее время пребывания заявки в системе в установившемся режиме определяется формулой Литтла 
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 - среднее число заявок в системе с отказами равно среднему числу обслуживаемых заявок.
3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Туристическая фирма обслуживает клиентов по телефону, имеющему разветвление на n линии. Проведенные исследования показали, что в среднем за один час работы поступает λ запросов. Среднее время переговоров референтов фирмы с клиентом по телефону составляет t мин. Переговоры, продолжительностью в одну минуту приносят фирме прибыль в C1 рублей.

Содержание одной телефонной линии в час составляет C2 рублей. Содержание телефонной линии в час определяется из расходов на абонентскую плату за телефон и заработной платы референтов. 

Определить количество телефонных линий, при котором фирма минимизирует затраты на содержание службы. 

Таблица 1.

Исходные данные
	n
	λ, звонков в час
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	C1, руб за мин
	C2, руб

	4
	100
	2,5
	10
	150


Задан тип системы, ее технические параметры и параметры экономической эффективности необходимо определить следующие показатели эффективности:
· абсолютную и относительную пропускную способность системы;

· вероятность простоя системы;
· среднее время полной загрузки системы;

· среднее число занятых каналов обслуживанием;
· коэффициент загрузки системы;
· затраты на содержание службы.

Данные показатели эффективности позволяют сформулировать требования к системе с двух противоположных точек зрений. Для того чтобы оценить систему с точки зрения потребителя система используют такие показатели, как максимальная пропускная способность системы и.т.д. Для анализа системы с точки зрения эффективности ее эксплуатации используются: максимальный коэффициент загрузки системы, минимальные затраты на содержание службы. Необходимо провести сравнение показателей это позволит определить оптимальные параметры системы; и рекомендовать наилучший вариант структуры системы. 
Решение
Расчет показателей обслуживания для n = 4 -канальной СМО:
1. Интенсивность обслуживания 
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, т.е 24 из 100 заявок в час обслуживаются

2. Интенсивность нагрузки 
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- среднее число заявок, поступающих в систему за среднее время обслуживания одной заявки в одном канале

3. Доля времени простоя каналов – 
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Следовательно, 2,6% в течение часа телефон будет не занят.

Эффективность с точки зрения потребителя
Для клиента наиболее существенными являются такие показатели как. 

1) Вероятность отказа в обслуживании - доля заявок, не дозвонившихся в час, равна:
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Значит, 33% из числа заявок, не дозвонившихся в час. 

2) Вероятность обслуживания поступающих заявок составит:
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следовательно, 67% из числа поступивших заявок будут обслужены. 

Эффективность данной системы с точки зрения ее эксплуатации.

1) Среднее число каналов, занятых обслуживанием, равно: 
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, соответственно число свободных каналов 
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2) Коэффициент занятости каналов обслуживанием: 
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Следовательно, телефон на 70% занят обслуживанием.

3) Абсолютная пропускная способность системы: 
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Очевидно, такая СМО с 4 каналами будет плохо справляться с обслуживанием заявок, поскольку потеря поступающих на переговоры заявок составляет 35%, вероятность обслуживания - 67 %, кроме того, пропускная способность системы: 67 заявок в час из 100 поступивших. Следовательно, необходимо увеличить число каналов. Для определения оптимальной величины проведем аналогичные вычисления для n = 3, 5, 6, 7, 8 а полученные результаты запишем в табл. 2.

Экономическая эффективность системы
В процессе решения необходимо раскрыть взаимосвязи экономических показателей СМО, которые связаны с издержками обращения Сио и с издержками собственно заявок Сип, поступающих на обслуживание. Издержками обращения Сио, определяются числом занятых обслуживания каналов, затратами на содержание СМО, интенсивностью обслуживания, степенью загрузки каналов, эффективностью их использования, пропускной способностью СМО и др. Издержки собственно заявок Сип, поступающих на обслуживание, образуют входящий поток, ощущают эффективность обслуживания и связаны с такими показателями, вероятность отказа в обслуживании, время пребывания заявки в СМО и др.

Эти показатели противоречивы в том смысле, что улучшение одних показателей, например уменьшение вероятности отказа в обслуживании путем увеличения числа каналов обслуживания, связано с ухудшением показателей другой группы, поскольку это может привести к увеличению, затрат на их содержание и т.д. 

В связи с этим при формализации задач обслуживания вполне естественно стремление построить СМО таким образом, чтобы установить разумный компромисс между показателями собственно заявок и полнотой использования возможностей системы. С этой целью необходимо выбрать обобщенный показатель эффективности СМО - критерий экономической эффективности, включающий как издержки обращения Сио, так и издержки заявок Сип, которые будут иметь оптимальное значение при минимуме общих затрат С.

 На этом основании целевую функцию задачи можно записать так:

C = (Cио + Cип)min






(7)
Поскольку издержки обращения включают затраты, связанные с эксплуатацией СМО и простоем каналов обслуживания, а издержки заявок включают потери, связанные с уходом необслуженных заявок, тогда целевую функцию можно переписать с учетом этих показателей таким образом:

С =
Спр n0 + С2(nз  + Cнз(с min,




(8)
где    С2(nз      -  потери от эксплуатации оборудования в единицу времени,
Спр n0 -  потери от простоя оборудования в единицу времени,
          Cнз (с   - потери от не дозвонившихся в фирму в единицу времени
Т.к. в условии задачи дано, что для эксплуатация телефонной линии в час необходима сумма равная С1  и в нее входят только расходы на абонентскую плату за телефон и заработная плата референтов, то стоимости простоя канала в единицу времени будет так же равна С1.

Сумма убытков от не дозвонившихся в фирму в единицу времени рассчитывается исходя из  прибыли за обслуживание в течении одной минуты. Обслуживание одной заявки приносит прибыль 
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 заявок. Прибыль которую фирма не получила будет являться убытками от  не дозвонившихся клиентов: 
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Результаты расчета затрат на содержание телефонной службы при варьируемом параметре системы n =  3, 4, 5, 6, 7 приведены в табл. 2.
Таблица 2.
	 n
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	 P0
	0,039
	0,026
	0,02
	0,0177
	0,0165
	0,0159

	 Ротк
	0,47
	0,33
	0,214
	0,13
	0,07
	0,036

	 Робс
	0,53
	0,67
	0,786
	0,87
	0,93
	0,964

	 nз
	2,23
	2,8
	3,28
	3,63
	3,87
	4,02

	 kз
	0,74
	0,7
	0,66
	0,60
	0,55
	0,5
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	53
	67
	78,6
	87
	93
	96,4

	 Сmin 
	1613,57
	1416,29
	1284,74
	1223,32
	1228,69
	1289,73


При анализе результатов можно установить, что относительно технических характеристик системы оптимальное число телефонных номеров составляет 7 телефонных аппаратов, поскольку в этом случае доля обслуженных заявок составит 93% и только 7% заявок получат отказ, а абсолютная пропускная способность СМО составит 93 заявки в час. Эти показатели в интересах абонента, а если посмотреть эффективность эксплуатации системы, то эффективность использования оборудования не высокая - коэффициент загрузки системы 0,55. С точки зрения экономических показателей, из таблицы 2 можем проследить, что зависимость затрат на содержание службы от количества телефонов прямопропорциональна (при увеличении количества телефонов, затраты на содержание телефонной службы так же увеличиваются, за счет увеличения издержек обращения).  Таким образом,  для определения оптимального  числа телефонных линий  n( , необходимо найти компромисс между техническими характеристиками и экономическими показателями.  
На основе полученных результатов и критерия эффективности устанавливаем, что оптимальное число телефонных номеров составляет 6 телефонных аппаратов.

При изменении критерия эффективности, например уровень культуры обслуживания абонентов и введении дополнительных ограничений, например, по затратам на приобретение, установку телефонов и т.д., установленная величина телефонных номеров может измениться.
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