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Введение
         Важнейшим фактором повышения эффективности производства в любой отрасли является улучшение управления.

         Совершенствование форм и методов управления происходит на основе достижений научно-технического прогресса, дальнейшего развития информатики, занимающейся изучением законов, методов и способов накопления, обработки и передачи информации с помощью электронных вычислительных машин (ЭВМ) и других технических средств. Методы и средства информатики реализуются в виде автоматизированных информационных технологий (АИТ), называемых также новыми или современными. 

         Под технологией в широком смысле понимают науку о производстве материальных благ, включающую три аспекта: информационный, инструментальный и социальный. Информационный аспект включает описание принципов и методов производства, инструментальный – орудия труда, с помощью которых реализуется производство, социальный – кадры и их организацию. В более узком промышленном смысле технология рассматривается как последовательность действий над предметом труда в целях получения конечного продукта.

         Понятие информационная технология возникло в последние десятилетия XX в. в процессе становления информатики. Особенностью информационных технологий является то, что в ней и предметом, и продуктом труда является информация, а орудиями труда – средства вычислительной техники и связи. Информационная технология как наука о производстве информации возникла именно потому, что информация стала рассматриваться как вполне реальный производственный  ресурс наряду с другими материальными ресурсами. Причем производство информации и ее верхнего уровня – знаний оказывает решающее влияние на модификацию и создание новых промышленных технологий.

         Как и планирование, прогнозирование – это род предвидения, поскольку имеет дело с получением информации о будущем. Вместе с тем между планированием и прогнозированием существуют серьезные различия.

         Известный отечественный футуролог И. Бестужев- Лада разделил прогнозирование и планирование как предсказание и предуказание.

         Предуказание, включает в себя планирование и его элементы – целепологание, программирование, проектирование, основано на принятии решений о проблемах, выявленных на стадии предсказания, на учете всех критических аспектов будущего.

         Таким образом, в предвидении будущего фирмы прогнозирование, с одной стороны, предшествует планированию, а с другой – является его составной частью, используется на разных стадиях осуществления деятельности по планированию:

применяется на этапе анализа среды и определения предпосылок для формирования стратегии фирмы 

осуществляется на стадии реализации планов для оценки возможных результатов и их отклонения от плановых показателей и имеет целью организации дополнительных управляющих воздействий на ликвидацию отклонений.

         По своему составу прогнозирование шире планирования, т.к. включает не только показатели деятельности фирмы, но и разнообразные данные о ее внешней среде.    

         Методы прогнозирования можно разделить на две группы. Это эвристические методы, которые основаны на преобладании интуиции, т.е. субъективных начал. Другую группу образуют экономико-математические методы, в которых превалируют объективные начала. К их числу относятся статистические методы. Значительное число методов в той или иной степени объединяют элементы обеих групп.

         Статистические методы занимают особое место в прогнозировании. Методы математической и прикладной статистики используются при планировании любых работ по прогнозированию, при обработке данных, полученных как эвристическими методами, так и при использовании собственно экономико-математических методов.

         Большая часть математических моделей имеет форму компьютерных программ. Находясь в процессе выполнения, такие программы позволяют исследовать развитие внутренних взаимосвязей,а так же принятие оптимальных решений, т.е. придают моделям динамический характер.         

Одним из важнейших факторов, который должен учитываться в процессе принятия оптимальных решений, является фактор случайности. При учете "случайности" необходимо, чтобы массовые случайные явления обладали свойством статической устойчивости. Это означает, что учитываемые случайные явления подчиняются определенным статическим закономерностям, требования которых не обязательны при учете неопределенности.

           Условие статической устойчивости позволяет использовать в процессе принятия решений эффективные математические методы теории случайных процессов и, в частности, одного из ее разделов - теории Марковских процессов.

           Функционирование широкого класса систем можно представить как процесс перехода из одного состояния в другое под воздействием каких-либо причин. Например, процесс функционирования ЭВМ характеризуется тем, что в каждый момент времени обработкой информации заняты те или иные блоки. Процесс прохождения обрабатываемой информации по блокам ЭВМ можно рассматривать как процесс перехода системы из одного состояния в другое. В полной мере это относится и к процессу функционирования ЭВМ с точки зрения надежности. В каждый момент времени некоторые узлы работоспособны, а некоторые отказали и восстанавливаются. Если каждому возможному множеству работоспособных (или отказывающих) элементов поставить в соответствие множество состояний системы, то отказы и восстановления элементов будут отражаться переходом объекта из одного состояния в другое. 

            Благодаря сравнительной простоте и наглядности математического аппарата, высокой достоверности и точности получаемых решений, особое внимание Марковские процессы приобрели у специалистов, занимающихся исследованием операций и теорией принятия оптимальных решений.
1. Моделирование случайных величин и процессов
           Под статистическим моделированием понимается воспроизведение с помощью ЭВМ функционирования вероятностной модели некоторого объекта.

Задачи статистического моделирования состоят в том, чтобы научиться воспроизводить с помощью ЭВМ поведение таких моделей, например:

· с помощью специальных методов и средств вырабатывать программы реализации случайных чисел;

· с помощью этих чисел получать реализацию случайных величин или случайных процессов с более сложными законами распределения;

· с помощью полученных реализации вычислять значения величин, характеризующих модель, и производить обработку результатов экспериментов;

Устанавливать связь алгоритмов моделирования с алгоритмами решения задач вычислительной математики с помощью метода Монте-Карло и строить так называемые «фиктивные» модели, т.е. модели, не имеющие связи с объектом моделирования, но удобные в вычислительном отношении и позволяющие вычислять нужные нам характеристики объекта.

Моделирование случайных процессов строится на основе базовых распределений случайных величин.

Одним из таких процессов является марковские процессы.
2. Основные понятия марковских процессов

Марковские случайные процессы названы по имени выдающегося русского математика А.А. Маркова (1856-1922), впервые начавшего изучение вероятностной связи случайных величин и создавшего теорию, которую можно назвать “динамикой вероятностей”. В дальнейшем основы этой теории явились исходной базой общей теории случайных процессов, а также таких важных прикладных наук, как теория диффузионных процессов, теория надежности,  теория массового обслуживания и т.д. В настоящее время теория марковских процессов и ее приложения широко применяются  в самых различных областях таких  наук, как механика, физика, химия и др.

Благодаря сравнительной простоте и наглядности математического аппарата, высокой достоверности и точности получаемых решений особое внимание марковские процессы приобрели у специалистов, занимающихся исследованием операций и теорией принятия оптимальных решений.

Несмотря на указанную выше простоту и наглядность, практическое применение теории марковских цепей требует знания некоторых терминов и основных положений, на которых следует остановиться перед изложением примеров.Как указывалось, марковские случайные процессы относятся к частным случаям случайных процессов (СП). В свою очередь, случайные процессы основаны на понятии случайной функции (СФ).

Случайной функцией называется функция, значение которой при любом значении аргумента является случайной величиной (СВ).  По- иному, СФ можно назвать функцию, которая при каждом испытании принимает какой-либо заранее неизвестный вид.

Такими примерами СФ являются: колебания напряжения в электрической цепи, скорость движения автомобиля на участке дороги с ограничением скорости, шероховатость поверхности  детали на определенном участке и т.д.

Как правило, считают, что если аргументом СФ является время, то такой процесс называют случайным.  Существует и другое, более близкое к теории принятия решений, определение СП. При этом под случайным процессом понимают процесс случайного изменения состояний какой-либо физической или технической системы по времени или какому-либо другому аргументу.

Нетрудно заметить, что если обозначить состояние 
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СП классифицируются по видам состояний 
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 и аргументу t. При этом СП могут быть с дискретными или непрерывными состояниями или временем.  Например, любой выборочный контроль продукции будет относиться к СП с дискретными состояниями (
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[image: image5.wmf]2

S

- негодная продукция) и дискретным временем (
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- времена проверки). С другой стороны, случай отказа любой машины можно отнести к СП с дискретными состояниями, но непрерывным временем. Проверки термометра через определенное время будут относиться к СП с непрерывным состоянием и дискретным временем. В свою очередь, например, любая осциллограмма будет записью СП с непрерывными состояниями и временем. 

Кроме указанных выше примеров классификации СП существует еще одно важное свойство. Это свойство описывает вероятностную связь между состояниями СП.  Так, например, если в СП вероятность перехода системы в каждое последующее состояние зависит только от предыдущего состояния, то такой процесс называется  процессом без  последействия (рис.1).

Зависимость 
[image: image8.wmf](

)

i

1

i

/

i

S

f

P

=

+

 называют переходной вероятностью, часто говорят, что именно процесс

 без последействия обладает марковским свойством, однако, строго говоря, здесь есть одна неточность. Дело в том, что можно представить себе СП, в котором вероятностная связь существует не только с предшествующими, но и более ранними (
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Рис. 1. Схема процесса без последействия

Такие процессы также рассматривались А.А. Марковым, который предложил называть их в отличие от первого случая (простой цепи) - сложной цепью. В настоящее время теория таких цепей разработана слабо и обычно применяют так называемый  процесс укрупнения состояний путем математических преобразований, объединяя предшествующие состояния в одно.

Это обстоятельство должно обязательно учитываться при составлении математических моделей принятия решений.

Выше мы совершили незаметный терминологический переход от понятия СП к “марковской цепи”. Теперь эту неясность следует устранить. Отметим, во-первых, что случайный процесс с дискретными состояниями и временем называется случайной последовательностью.

Если случайная последовательность обладает марковским свойством, то она называется цепью Маркова.

С другой стороны, если в случайном процессе состояния дискретны, время непрерывно и свойство последействия сохраняется, то такой случайный процесс называется марковским процессом с непрерывным временем.

Марковский СП называется однородным, если переходные вероятности  
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 остаются постоянными в ходе процесса.

Цепь Маркова считается заданной, если заданы два условия. 

1. Имеется совокупность переходных вероятностей в виде матрицы:
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2. Имеется вектор начальных вероятностей
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описывающий начальное состояние системы.

Матрица (2) называется переходной матрицей (матрицей перехода).  Элементами матрицы являются  вероятности перехода из i-го в j-е состояние за один шаг процесса. Переходная матрица (2) обладает следующими свойствами:

a) 
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Матрица, обладающая свойством (3a), называется стохастической. Кроме матричной формы модель марковской цепи может быть представлена в виде ориентированного взвешенного графа  (рис. 2).
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Рис. 2. Ориентированный взвешенный граф

Вершины графа обозначают состояние  
[image: image16.wmf]i
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, а дуги- переходные вероятности.

Множество состояний системы марковской цепи, определенным образом классифицируется с учетом дальнейшего поведения системы.

1. Невозвратное множество (рис. 3).

Рис. 3. Невозвратное множество
[image: image159.wmf]12
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В случае невозвратного множества возможны любые переходы внутри этого множества. Система может покинуть это множество, но не может вернуться в него.

2. Возвратное множество  (рис. 4).

[image: image160.wmf]1
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Рис. 4. Возвратное множество

В этом случае также возможны любые переходы внутри множества. Система может войти в это множество, но не может покинуть его.

3. Эргодическое множество (рис. 5).

Рис.  5. Эргодическое множество
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В случае эргодического множества возможны любые переходы внутри множества, но исключены переходы из множества и в него.

4. Поглощающее множество  (рис. 6) 

Рис. 6. Поглощающее множество
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При попадании системы в это множество процесс заканчивается.

Кроме описанной выше классификации множеств различают состояния системы:        

                   Рис. 7. Существенное состояние 
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а) существенное состояние (рис.7): возможны переходы из 
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 в 
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 и обратно.

б) несущественное состояние (рис. 8): возможен переход из 
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 в 
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, но невозможен обратный.

[image: image164.wmf]43

P

Рис. 8. Несущественное состояние

В некоторых случаях,  несмотря на случайность процесса, имеется возможность до определенной степени управлять законами распределения или параметрами переходных вероятностей. Такие марковские цепи называются управляемыми. Очевидно, что с помощью управляемых цепей Маркова  (УЦМ) особенно эффективным становится процесс принятия решений, о чем будет сказано впоследствии.

Основным признаком дискретной марковской цепи (ДМЦ) является детерминированность временных интервалов между отдельными шагами (этапами) процесса. Однако часто в реальных процессах это свойство не соблюдается и интервалы оказываются случайными с каким-либо законом распределения, хотя марковость процесса сохраняется. Такие случайные последовательности называются полумарковскими.

Кроме того, с учетом наличия и отсутствия тех или иных,  упомянутых выше, множеств состояний марковские цепи могут быть поглощающими, если имеется хотя бы одно поглощающее состояние, или эргодическими, если переходные вероятности образуют эргодическое множество.

В свою очередь, эргодические цепи могут быть регулярными или циклическими. Циклические цепи отличаются от регулярных тем, что в процессе переходов через определенное количество шагов (циклов) происходит возврат в какое-либо состояние. Регулярные цепи этим свойством не обладают. Если  просуммировать все вышесказанные определения, то можно дать следующую классификацию марковских процессов (рис. 9):
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Рис. 9. Классификация марковских процессов

3. Математический аппарат дискретных марковских цепей

В дальнейшем рассматриваются простые однородные марковские цепи с дискретным временем. Основным математическим соотношением для ДМЦ является уравнение, с помощью которого определяется состояние системы на любом ее k-м шаге. Это уравнение имеет вид:
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и называется уравнением  Колмогорова-Чепмена. 

Уравнение Колмогорова-Чепмена относится к классу рекуррентных соотношений, позволяющих вычислить вероятность состояний марковского случайного процесса на любом шаге (этапе) при наличии информации о предшествующих состояниях.

Дальнейшие математические соотношения зависят от конкретного вида марковской цепи.

3.1. Поглощающие марковские цепи

Как указывалось выше, у поглощающих ДМЦ имеется множество, состоящее из одного или нескольких поглощающих состояний.

Для примера рассмотрим переходную матрицу, описывающую переходы в системе, имеющей  4 возможных состояния, два из которых являются поглощающими. Матрица перехода такой цепи будет иметь вид:


[image: image22.wmf]44

43

42

41

24

23

22

21

]

4

[

P

P

P

P

0

0

1

0

P

P

P

P

0

0

0

1

=

P





(5)

Практически важным является вопрос о том, сколько шагов сможет пройти система до остановки процесса, то есть поглощения в том или ином состоянии. Для получения дальнейших соотношений путем переименования состояний матрицу (8.5) переводят к блочной форме:
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(6)




Такая форма позволяет представить матрицу (6) в каноническом  виде:
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(6а)

где     
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  - единичная матрица;
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  - нулевая матрица; 
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 - матрица,  описывающая   переходы в системе из невозвратного множества состояний в поглощающее множество;
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 - матрица, описывающая внутренние переходы в системе в невозвратном множестве состояний.

На основании канонической формы (6а) получена матрица, называемая  фундаментальной:
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В матрице (7)  символ  (-1)  означает операцию обращения, то есть
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После соответствующих преобразований матрица  (7) примет вид:
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(7а)

Каждый элемент матрицы (7а) соответствует среднему числу раз попадания системы в то или иное состояние до остановки процесса (поглощения).

Если необходимо получить общее среднее количество раз попадания системы в то или иное состояние до поглощения, то фундаментальную матрицу   М  необходимо умножить справа на вектор-столбец, элементами которого будут единицы, то есть
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где    
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Для иллюстрации приведем конкретный числовой пример: пусть известны значения переходных вероятностей матрицы 
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 с одним поглощающим состоянием: 
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Переходная матрица в блочной системе будет выглядеть так:
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В данном случае 
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Проделаем необходимые вычисления:
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В данном случае компоненты вектора 
[image: image51.wmf]S
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 означают, что если процесс начинается с состояния 
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, то общее среднее число шагов процесса до поглощения будет равно 3,34  и, соответственно, если процесс начинается с состояния 
[image: image53.wmf]3
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, то - 2,26.

В конкретных задачах, конечно, более информативным результатом будет не количество шагов, а какие-либо временные  или экономические показатели. Этот результат легко получить, если связать пребывание в каждом состоянии с соответствующими характеристиками. Очевидно, набор этих характеристик составит вектор, на который нужно умножить 
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 слева.


Так, если задать в нашем примере время пребывания в состоянии 
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, то общее время до поглощения будет равно:
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В случаях,  когда марковская цепь включает несколько поглощающих состояний, возникают такие вопросы:  в какое из поглощающих состояний цепь попадет раньше (или позже); в каких из них процесс будет останавливаться чаще,  а в каких - реже?  Оказывается, ответ на эти  вопросы легко получить, если снова воспользоваться фундаментальной матрицей.

Обозначим через 
[image: image60.wmf]ij
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 вероятность того, что процесс завершится в некотором поглощающем состоянии 
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 при условии, что начальным было состояние 
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. Множество состояний  
[image: image63.wmf]ij
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  снова образует матрицу, строки которой соответствуют невозвратным состояниям, а столбцы - всем поглощающим состояниям. В теории ДМЦ доказывается, что матрица В определяется следующим образом:
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(8.9)

где 

М - фундаментальная матрица с размерностью S;

R - блок фундаментальной матрицы с размерностью  r.
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Рассмотрим конкретный пример системы с четырьмя состояниями  
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- невозвратные (рис.10):

Рис.  8.10. Система с четырьмя состояниями

Для наглядности и простоты вычислений обозначим переходные вероятности следующим образом:
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Остальные значения вероятностей будут нулевыми. Каноническая форма матрицы перехода в этом случае будет выглядеть так:
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Фундаментальная матрица после вычислений примет вид:
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Тогда, согласно формуле  (9), матрица вероятностей поглощения вычисляется так:
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Поясним вероятностный смысл полученной матрицы с помощью конкретных чисел. Пусть
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. Тогда после подстановки полученных значений в матрицу 
[image: image76.wmf]B

получим: 
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Таким образом, если процесс начался в 
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, то вероятность попадания его в 
[image: image79.wmf]1

S

 равна 
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. Отметим одно интересное обстоятельство: несмотря на то, что, казалось бы, левое поглощающее состояние  (“левая яма”) находится рядом с 
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, но вероятность попадания в нее почти в два раза меньше, чем в “удаленную яму” - 
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. Этот интересный факт подмечен в теории ДМЦ,  и объясняется он тем, что 
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, то есть процесс имеет как бы “правый уклон”. Рассмотренная выше модель называется в теории ДМЦ моделью случайного блуждания. Такими моделями часто объясняются многие физические и технические явления и даже поведение игроков во время различных игр.

В частности, в рассмотренном примере объясняется тот факт, что более сильный игрок может дать заранее значительное преимущество (“фору”) слабому противнику и все равно его шансы на выигрыш будут более предпочтительными.

Кроме  указанных выше средних характеристик  вероятностного процесса с помощью фундаментальной матрицы можно вычислить моменты и более высоких порядков. В частности, дисперсия  числа пребывания в том или ином состоянии - D  определяется  с помощью следующей матрицы:
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где 


[image: image87.wmf]dg
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 - диагональная матрица, т.е. матрица, полученная из М путем оставления в ней лишь диагональных элементов и замены остальных элементов нулями. Например, приведенная выше матрица (7а) будет иметь вид:
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В свою очередь, матрица М представляет собой матрицу, полученную из М путем возведения в квадрат каждого ее элемента, то есть для (7а) будем иметь:
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Аналогичным образом определяема и дисперсия для общего количества раз пребывания в том или ином состоянии 
[image: image90.wmf]S
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. Обозначим ее 
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3.2. Эргодические цепи

Как указывалось выше под эргодической ДМЦ  понимается цепь, не имеющая невозвратных состояний. Таким образом, в такой цепи возможны любые переходы между состояниями. Напомним, что эргодические цепи могут быть регулярными и циклическими. Ранее определение таких цепей было дано.

Поскольку согласно данному выше определению в эргодической ДМЦ на любом шаге должны быть возможными любые переходы, то очевидно при этом, что переходные вероятности не должны равняться нулю. Оказывается, из этого условия вытекают некоторые замечательные свойства регулярных ДМЦ:

1. Степени 
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 стремятся к стохастической матрице 
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2. Каждая строка матрицы 
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все  компоненты которого положительны.

Вектор (12) в теории ДМЦ занимает особое место из-за наличия многих приложений и называется вектором предельных или финальных вероятностей (иногда - стационарным вектором). Финальные вероятности определяют с помощью векторно-матричного уравнения
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которое в развернутом виде будет выглядеть так:
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(13а)

К уравнениям (8.13а) можно дополнительно добавить условие нормировки:
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Тогда любое из уравнений в (8.14) можно исключить.

Так же, как и в случае поглощения ДМЦ многие характеристики эргодических цепей определяются с помощью фундаментальной матрицы,  которая в этом случае будет иметь вид:
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Для эргодических цепей характеристикой, имеющей важное практическое значение, является продолжительность времени, за которое процесс из состояния 
[image: image102.wmf]i
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 впервые попадает в 
[image: image103.wmf]j

S

, так называемое время первого достижения. Матрица средних времен достижения определяется по формуле:
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где  


[image: image105.wmf]z
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 - фундаментальная матрица (15);


[image: image106.wmf]zdg
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 - диагональная матрица, образованная из фундаментальной заменой всех элементов, кроме диагональных, нулями;

D - диагональная матрица с диагональными элементами, 
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Е - матрица, все элементы которой равны единице.

Матрица дисперсий времени первого достижения имеет несколько более сложный вид:
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где кроме уже упомянутых обозначений встречается новое - (
[image: image109.wmf]dg
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, обозначающее диагональную матрицу, полученную из матричного произведения матриц 
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3.3. Управляемые марковские цепи

Как указывалось выше, под управляемыми марковскими процессами понимают такие,  у которых имеется возможность до определенной степени управлять значениями переходных вероятностей. В качестве примеров таких процессов можно привести любые торговые операции, у которых вероятность сбыта и получения эффекта может зависеть от рекламы, мероприятий по улучшению качества, выбора покупателя или рынка сбыта и т.д.

Очевидно, что при создании математических моделей в данном случае должны фигурировать следующие компоненты:

· конечное множество решений (альтернатив) 
[image: image111.wmf]i
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, где 
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 - номер состояния системы;

· матрицы переходов 
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соответствующие тому или иному принятому  k-му решению;

· матрицы доходов (расходов) 
[image: image114.wmf])
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, также отражающие эффективность данного решения.

Управляемой цепью Маркова (УЦМ) называется случайный процесс, обладающий марковским свойством и включающий в качестве элемента  математической модели конструкцию (кортеж) 
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. Решение, принимаемое в каждый конкретный момент (шаг процесса), назовем частным управлением.

Таким образом, процесс функционирования системы, описываемой УЦМ, выглядит следующим образом:

· если система находится в состоянии 
[image: image116.wmf]S
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 и принимается решение 
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, то она получает доход 
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;

· состояние системы в последующий момент времени (шаг) определяется  вероятностью 
[image: image119.wmf])
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, то есть существует вероятность того, что система из состояния 
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 перейдет в состояние 
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, если выбрано решение 
[image: image122.wmf]i
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Очевидно, общий доход за  n шагов является случайной величиной, зависящей от начального состояния и качества принимаемых в течение хода процесса решений, причем это качество оценивается величиной среднего суммарного дохода  (при конечном времени) или  среднего дохода за единицу времени  (при бесконечном времени).

Стратегией ( называется последовательность решений:
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где
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- вектор управления.

Задание стратегии означает полное описание конкретных решений, принимаемых на всех шагах процесса в зависимости от состояния, в котором находится в этот момент процесс.

Если в последовательности (векторе)  ( все 
[image: image125.wmf]f

 одинаковы, то такая стратегия называется стационарной, т.е. не зависящей от номера шага. Стратегия 
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 называется марковской, если решение 
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, принимаемое в каждом  конкретном состоянии, зависит только от момента времени  n, но не зависит от предшествующих состояний.

Оптимальной  будет такая стратегия, которая максимизирует полный ожидаемый доход  для всех   i  и  n.  В теории УМЦ разработаны два метода определения оптимальных стратегий: рекуррентный и итерационный.

Первый, рекуррентный, метод применяется чаще всего при сравнительно небольшом числе шагов  n.  Его идея основана на применении принципа Беллмана и заключается в последовательной оптимизации дохода на каждом шаге с использованием рекуррентного уравнения следующего вида:
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где


[image: image129.wmf])
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 - полный ожидаемый доход;


[image: image130.wmf])
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 шагов, если система находится в состоянии  i;
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 - непосредственно ожидаемый доход, т.е. доход на одном шаге, если процесс начался с i-го состояния;
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 - величина полного ожидаемого дохода за n прошедших шагов, если процесс начинался с  j-го состояния (i(j).

Таким образом, данный метод, по существу, аналогичен методу динамического программирования, отличием является лишь то, что на каждом шаге учитывается вероятность попадания системы в то или иное состояние. Поэтому этот метод называют стохастическим динамическим программированием.

Конкретное применение метода будет рассмотрено далее на примере.

Второй - итерационный метод оптимизации применяется при неограниченном числе этапов (шагов) процесса. Этот метод использует свойство эргодичности марковской цепи и заключается в последовательном уточнении решения путем повторных  расчетов (итераций). При этих уточнениях находят решение, обеспечивающее в среднем минимум дохода при большом числе шагов. Оно уже не будет зависеть от того, на каком шаге производится оценка оптимальной стратегии, то есть является справедливым для всего процесса, независимо от номера шага.  Важным достоинством метода является, кроме того, и то, что он дает возможность определить момент прекращения дальнейших уточнений.

Главное отличие итерационного метода от рассмотренного ранее, рекуррентного, заключается в том, что в данном случае используется матрица предельных (финальных) вероятностей, где вследствие свойства эргодичности переходные вероятности постоянны на всех шагах процесса. Поскольку матрица доходов состоит также из постоянных, не зависимых от  n  величин, то можно предположить, что с ростом  n  общая величина доходов будет возрастать линейно. 

Представим графически линейную зависимость суммарного дохода от  числа шагов 
[image: image133.wmf])
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 (рис. 11).

Для наглядности график (см. рис. 11) изображен для УМЦ с двумя состояниями 
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 и 
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. На графике прямая 
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 показывает зависимость суммарного дохода, если система “стартовала” из состояния 
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. Соответственно, прямая 
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 изображает ту же зависимость для состояния 
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. Обе прямые могут быть описаны линейными уравнениями 
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где

g - угловой коэффициент прямой 
[image: image142.wmf])
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 - доход в  i-том  состоянии в конце процесса.

Легко заметить, что при таком представлении зависимости 
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 величина непосредственно ожидаемого дохода q (см. формулу (19)) заменяется  g. Отличие здесь лишь в том, что  g  является величиной постоянной для всего процесса, в то время как q меняется на каждом шаге.  Величина 
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 показывает, на сколько в среднем отличается доход,  когда процесс заканчивается в том или ином состоянии. В теории марковских цепей 
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 называют весом, так как разница 
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 при двух состояниях  показывает средний выигрыш от того, в каком состоянии мы находимся в конце процесса (независимо от выбранной стратегии).
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Рис. 11. Зависимость суммарного дохода от числа шагов

Таким образом, подводя итоги общих рассуждений, можно сказать, что свойство эргодичности позволяет нам считать справедливым приближенное равенство:
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На этом предположении и основан итерационный метод. Суть его сводится к тому, что при разных стратегиях путем последовательных приближений определяются значения сумм
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Таким образом, если ранее (при рекуррентном методе) искалась стратегия, обеспечивающая на каждом шаге максимум суммы непосредственно ожидаемого дохода и дохода на предшествующих шагах, то здесь находится стратегия, обеспечивающая максимум средней прибыли и относительного веса сразу для всего процесса. При этом производятся последовательные расчеты - итерации, на каждом этапе которых уточняются значения угловых коэффициентов и весов, обеспечивающие максимум доходов.

4. Практическое применение
          Современные финансово – банковские операции часто предполагают не отдельные или разовые платежи, а некоторую их последовательность во времени, например погашение задолженности в рассрочку, периодическое поступление доходов от инвестиций, выплаты пенсии. Такого рода последовательность, или ряд платежей, называют потоком платежей.

Поток платежей все члены которого – положительные величины, а временные интервалы между платежами одинаковы, называют финансовой рентой, или просто рентой. Так, например рентой является последовательность получения процентов по облигациям, платежи по потребительскому кредиту, выплаты в рассрочку страховых премий. Иногда подобного рода платежи называют аннуитетом, что, строго говоря, применительно только к ежегодным выплатам.

            Обобщающие поток платежей характеристики, особенно интервал между двумя соседними платежами и вероятности выплаты платежа, широко применяются в различных финансовых расчетах. Так без них, например, невозможно разработать план последовательного погашения задолженности, измерить финансовую эффективность проекта, осуществить сравнение или безубыточное изменение условий контрактов, решать многие другие практические проблемы. 

            Рассмотрим общую постановку задачи. Допустим для анализа изменения с течением времени размера текущего фонда банка, занимающегося выдачей долгосрочных ссуд, важно обладать информацией о процессе поступления в банк выплат по займам.

            Наблюдение за банком в предшествующем периоде показало, что число поступающих в банк выплат за любой промежуток времени длинной 
[image: image150.wmf]t

 не зависит от момента времени с которого начался отсчет промежутка времени 
[image: image151.wmf]t

, а зависит только от его продолжительности. Ожидаемое число выплат в банк за неделю равно 2. исследуем какова вероятность поступления в банк за месяц 7 выплат и найдем вероятность того, что интервал времени между двумя соседними выплатами меньше 2 дней.

Обозначим поток выплат по займам через 
[image: image152.wmf]P
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              Для современной российской экономики весьма актуальна проблематика математического моделирования как дисциплины, ориентированной на проектирование, внедрение и сопровождение финансовых инноваций: новых финансовых стратегий, инструментов и процессов. Это объясняется резкой трансформацией хозяйственного уклада России и острой потребностью в новых финансовых технологиях. Так, применяя математический аппарат исследования операций, разработана технология управления портфелем ценных бумаг в динамике в предположении, что изменение цен на бумаги от сессии к сессии описывается в виде Марковского процесса с дискретным временем и заданной глубиной памяти, при использовании локально-оптимальных стратегий; реализация стратегии за год практических расчетов на примере государственных краткосрочных облигаций (ГКО) обеспечила доходность в среднем 14% в месяц за год при 8.44% в месяц у портфеля в среднем по рынку. Управление инвестиционным портфелем является типичной задачей исследования операций. В ней присутствуют все атрибуты канонической постановки:

цель операции носит многокритериальный характер (ожидаемый выигрыш, риск, ликвидность и т.п.); 

процесс развивается в динамике; 

цены - неопределенный фактор; 

инвестор - оперирующая сторона; 

аналитик - исследователь операции; 

трейдер - исполнительное лицо оперирующей стороны; 

внешняя среда - другие участники торгов; 

инфраструктура рынка (общие экономические и институциональные ограничения, структура биржи и т.д.). В последующем изложении приняты следующие основные допущения:

динамика цен на обращаемые бумаги рассматривается как случайный марковский процесс с дискретным временем; 

исходная задача формулируется в классе однокритериальных задач: критерий - математическое ожидание дохода. Проблема ликвидности не носит ограничительного характера. Динамика цен такова, что игрокам не грозит разорение, и риски, связанные с выбором управления, на каждом отдельном шаге компенсируются длительностью периода управления; 

управляющим параметром является текущая структура портфеля, т.е. текущее распределение капитала между различными видами ценных бумаг.

Объектом исследования служил вторичный рынок ГКО. Однако установленный для сформулированной задачи фундаментальный факт (в процессе управления достаточно ограничиться простыми стратегиями, а именно портфелями, состоящими из одной наиболее <перспективной> на данном шаге бумаги) верен для широкого класса однокритериальных портфельных задач. Специфика рассматриваемого объекта проявилась в моделировании стохастического процесса изменения цен. При обработке статистического материала было выявлено, что в каждый отдельный момент времени цены на облигации разных выпусков взаимосвязаны и на графике <срок до погашения - цена> располагаются около некоторой теоретической кривой, которую достаточно успешно можно описывать квадратичной функцией (изложение процедуры прогнозирования и принятия решений см. ниже: <Конкретизация модели вероятности процесса и алгоритма управления>).Как показали ретроспективный анализ и опыт проведения сделок в 1996-1997 гг., эффективность данного управления, приведенная к периоду месяц, примерно на 2/3 выше оценки средней эффективности рынка, что представляется очень хорошим результатом. Еще большей эффективности можно было бы ожидать в случае синтеза излагаемого здесь чисто формального алгоритма с идеями управления, основанного на макроэкономическом прогнозе.Что касается возможности применения данной конструкции на других рынках, то все определяется конкретной спецификой того или иного сегмента рынка. Впрочем, нет сомнений, что теория принятия решений всегда в состоянии предложить эффективные решения адекватно экономическому объекту, ставшему предметом ее изучения.
                                         Список использованной литературы:
1. Бережная Л. И. Моделирование экономических систем, 1995

2. Гмурман В. Е. Руководство к решению задач по теории вероятностей и математической статистике: Учебное пособие для вузов. - М.: Высш. шк., 1999
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