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Введение
Во многих областях практической деятельности человека мы сталкиваемся с необходимостью пребывания в состоянии ожидания. Подобные ситуации возникают в очередях, в билетных кассах, в крупных аэропортах, при ожидании обслуживающим персоналом самолетов разрешение на взлет или посадку, на телефонных станциях в ожидании освобождения линии абонента, в ремонтных цехах, в ожидании ремонта станков и оборудования, на складах организации в ожидании разгрузки или погрузки транспортных средств. Во всех перечисленных случаях имеем дело с массовостью и обслуживанием. Изучением таких ситуаций занимается теория систем массового обслуживания.

В теории СМО рассматриваются такие случаи, когда поступление требований происходит через случайные промежутки времени, а продолжительность обслуживания требований не является постоянной, т.е. носит случайный характер. 

1. Теоретическая часть

1.1 Основные понятия и классификация систем массового обслуживания. Простейший поток заявок.
Определения:
Заявкой (или требованием) называется спрос на удовлетворение какой-либо потребности (далее потребности предполагаются однотипными).

Выполнение заявки называется обслуживанием заявки.
Системой массового обслуживания (СМО) называется любая система для выполнения заявок, поступающих в неё в случайные моменты времени.
Поступление заявки в СМО называется событием. Входящий поток заявок последовательность событий заключающихся в поступлении заявок в СМО.
Выходящий поток заявок последовательность событий, заключающихся в выполнении заявок в СМО. Поток заявок называется простейшим, если он удовлетворяет следующим условиям:

· отсутствие последействия, т.е. заявки поступают независимо друг от друга;

· стационарность, т.е. вероятность поступления данного числа заявок на любом временном отрезке [t1, t2] зависит лишь от величины этого отрезка и не зависит от значения t1, что позволяет говорить о среднем числе заявок за единицу времени, λ, называемом интенсивностью потока заявок;

· ординарность, т.е. в любой момент времени в СМО поступает лишь одна заявка, а поступление одновременно двух и более заявок пренебрежимо мало.

Для простейшего потока вероятность pi(t) поступления в СМО равно i заявок за время t вычисляется по формуле
	 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.1)

	[image: image1.png]() = i




	


т.е. вероятности распределены по закону Пуассона с параметром λt. По этой

причине простейший поток называется также пуассоновским потоком.

Функция распределения F(t) случайного интервала времени T между двумя

последовательными заявками по определению равна F(t) = P(T < t). Но
P(T<t)=1 - P(T≥t), где P(T ≥ t) – вероятность того, что следующая после
последней заявки поступит в СМО по истечении времени t, т.е. за время t в
СМО не поступит ни одна заявка. Но вероятность этого события находится из (4.1) при i = 0. Таким образом,
	 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.2)
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Плотность вероятности f(t) случайной величины T определяется формулой [image: image5.png]f(t) = Fi(t)=2e7"", (¢



>0),
а математическое ожидание, дисперсия и среднее квадратическое отклонение

случайной величины T равны соответственно  
	 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.4)
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Каналом обслуживания называется устройство в СМО, обслуживающее заявку. СМО, содержащее один канал обслуживания, называется одноканальной, а содержащее более одного канала обслуживания – многоканальной (например, 3 кассы на вокзале). 

Если заявка, поступающая в СМО, может получить отказ в обслуживании (в силу занятости всех каналов обслуживания) и в случае отказа вынуждена покинуть СМО, то такая СМО называется СМО с отказами (примером такой СМО может служить АТС). 

Если в случае отказа в обслуживании заявки могут вставать в очередь, то такие СМО называются СМО с очередью (или с ожиданием). При этом различают СМО с ограниченной и неограниченной очередью. Примером первых СМО может служить мойка для автомашин с маленькой стоянкой для ожидающих машин, а примером вторых СМО может служить билетная касса или метрополитен. Возможны также СМО смешанного типа, когда, например, заявка может вставать в очередь, если она не очень велика, и может находиться в очереди ограниченное время и уйти из СМО не обслуженной. 

Различают СМО открытого и замкнутого типа. В СМО открытого типа поток заявок не зависит от СМО (билетные кассы, очередь в булочной). В СМО замкнутого типа обслуживается ограниченный круг клиентов, а число заявок может существенно зависеть от состояния СМО (например, бригада слесарей – наладчиков, обслуживающих станки на заводе).
СМО могут также различаться по дисциплине обслуживания: обслуживаются ли заявки в порядке поступления, случайным образом или вне очереди (с приоритетом).
СМО описываются некоторыми параметрами, которые характеризуют

эффективность работы системы.

n – число каналов в СМО;

λ – интенсивность поступления в СМО заявок;

μ– интенсивность обслуживания заявок;

ρ = λ/μ – коэффициент загрузки СМО;

m – число мест в очереди;

ротк- вероятность отказа в обслуживании поступившей в СМО заявки;
Q ≡ pобс - вероятность обслуживания поступившей в СМО заявки (относительная пропускная способность СМО); при этом;
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А – среднее число заявок, обслуживаемых в СМО в единицу времени (абсолютная пропускная способность СМО) 
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Lсмо - среднее число заявок, находящихся в СМО;


[image: image10.wmf]3
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 - среднее число каналов в СМО, занятых обслуживанием заявок.
Lобс - среднее число заявок, обслуживаемых СМО за единицу времени. Величина 
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 определяется как математическое ожидание случайного числа занятых обслуживанием n каналов:
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где рk- вероятность системы находиться в Sk состоянии;
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 - коэффициент занятости каналов;

tож - среднее время ожидания (обслуживания) заявки в очереди,

v = 1/tож - интенсивность потока ухода заявок из очереди.

Lоч- среднее число заявок в очереди (если очередь есть); определяется как математическое ожидание случайной величины m – числа заявок, состоящих в очереди
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где pn+i - вероятность нахождения в очереди i заявок;

Tсмо ≡ tсмо - среднее время пребывания заявки в СМО;

Tоч ≡ tоч - среднее время пребывания заявки в очереди (если есть очередь);

Для открытых СМО справедливы соотношения
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называемые формулами Литтла и применимые только для стационарных потоков заявок и обслуживания.

Рассмотрим некоторые конкретные типы СМО. При этом будет предполагаться, что плотность распределения промежутка времени между двумя последовательными событиями в СМО имеет показательное распределение (1.3)

, а все потоки являются простейшими. 
1.2 Одноканальная система массового обслуживания с отказами

Размеченный граф состояний одноканальной СМО представлен на рис.1.


[image: image18]

Рис. 1
Здесь λ и μ – интенсивность потока заявок и выполнения заявок соответственно. Состояние системы S0 обозначает, что канал свободен, а S1 - что канал занят обслуживанием заявки. 
Система дифференциальных уравнений Колмогорова для такой СМО имеет вид
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где p0(t) и p1(t) - вероятности нахождения СМО в состояниях S0 и S1 соответственно.

Уравнения для финальных вероятностей p0 и p1 получим, приравнивая нулю производные в первых двух уравнениях системы. В результате получим:
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Вероятность p0 по своему смыслу есть вероятность обслуживания заявки pобс, т.к. канал является свободным, а вероятность р1 по своему смыслу является вероятностью отказа в обслуживании поступающей в СМО заявки ротк, т.к. канал занят обслуживанием предыдущей заявки.
1.3 Процессы рождения и гибели

Для дальнейших исследований рассмотрим процессы рождения и гибели. Нарисуем его граф состояний

Рис. 2

Здесь величины λ0, λ1,…, λr-1 -  интенсивности переходов системы из состояния в состояние слева направо, можно интерпретировать как интенсивности рождения (возникновения заявок) в системе. Аналогично, величины μ0, μ1,…, μg-1 - интенсивности переходов системы из состояния в состояние справа налево, можно интерпретировать как интенсивности гибели (выполнения заявок) в системе.

Поскольку все состояния являются сообщающимися и существенными, существует предельное (финальное) распределение вероятностей состояний. Получим формулы для финальных вероятностей состояний системы. 

В стационарных условиях для каждого состояния поток, втекающий в данное состояние должен равняться потоку, вытекающему из данного состояния. Таким образом, имеем: 

для состояния S0 : 

p0·λ0Δt = p1·μ0Δt;⇒λ0 p0 = μ0 p1; 
для состояния S1: 

р1·(λ1 + μ0)Δt = p0·λ0Δt + p2·μ1·Δt;⇒(λ1 + μ0) p1 = λ0 p0 + μ1p2. 
Последнее уравнение с учётом предыдущего можно привести к виду λ1 p1=μ1p2;
Аналогично можно получить уравнения для остальных состояний системы. В результате получится система уравнений:
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Последнее уравнение в (3.1)

 является условием нормировки Тогда решение системы уравнений принимает вид:
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1.4 Многоканальная система массового обслуживания с отказами.

Пусть СМО содержит n каналов, интенсивность входящего потока заявок равна λ, а интенсивность обслуживания заявки каждым каналом равна μ. Размеченный граф состояний системы изображён на рис. 5.


[image: image26]
Рис. 3
Состояние S0 означает, что все каналы свободны, состояние Sk(k = 1, n ) означает, что обслуживанием заявок заняты k каналов. Переход из одного состояния в другое соседнее правое происходит скачкообразно под воздействием входящего потока заявок интенсивностью λ независимо от числа работающих каналов (верхние стрелки). Для перехода системы из одного состояния в соседнее левое неважно, какой именно канал освободится. Величина kμ характеризует интенсивность обслуживания заявок при работе в СМО k каналов (нижние стрелки). Сравнивая графы на рис. 2 и рис. 3 видим, что многоканальная СМО с отказами является частным случаем системы рождения и гибели, если в последней принять r=n и 
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При этом для нахождения финальных вероятностей можно воспользоваться формулами (4.1)

 получим из них:
(3.3)

. С учётом (3.2)

 и 
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Формулы (4.3)

 называются формулами Эрланга – основателя теории массового обслуживания.
(4.1)

 и 
Вероятность отказа в обслуживании заявки ротк равна вероятности того, что все каналы заняты, т.е. система находится в состоянии Sn. Таким образом,
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Относительную пропускную способность СМО найдём из (4.4)

:
(1.5)

 и 
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Абсолютную пропускную способность найдём из (4.5)

:
(1.6)

 и 
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Среднее число занятых обслуживанием каналов можно найти по формуле 
(1.7)

, однако сделаем это проще. Так как каждый занятый канал в единицу времени обслуживает в среднем μ заявок, то  GOTOBUTTON ZEqnNum706630  \* MERGEFORMAT  можно найти по формуле:
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1.5 Одноканальная система массового обслуживания с ограниченной длиной очереди.

В СМО с ограниченной очередью число мест m в очереди ограничено. Следовательно, заявка, поступившая в момент времени, когда все места в очереди заняты, отклоняется и покидает СМО. Граф такой СМО представлен на рис.6.
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    Состояния СМО представляются следующим образом:

    S0 - канал обслуживания свободен,

    S1 – канал обслуживания занят, но очереди нет,

    S2 – канал обслуживания занят, в очереди одна заявка,

    ----------------------------------------------------------------------

    Sk+1 – канал обслуживания занят, в очереди k заявок,

    ----------------------------------------------------------------------

    Sm+1 – канал обслуживания занят, все m мест в очереди заняты.

Для получения необходимых формул можно воспользоваться тем обстоятельством, что СМО на рис.6 является частным случаем системы рождения и гибели (рис.2), если в последней принять r = m + 1 и
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5.1)

Выражения для финальных вероятностей состояний рассматриваемой СМО можно найти из (5.1)

. В результате получим:
(3.3)

 с учётом (3.2)

 и 
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При ρ = 1 формулы (5.3)

 принимают вид(5.2)

, 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5.4)

При m = 0 (очереди нет) формулы (2.2)

 для одноканальной СМО с отказами.(2.1)

 и (5.3)

 переходят в формулы (5.2)

, 
Поступившая в СМО заявка получает отказ в обслуживании, если СМО находится в состоянии Sm+1, т.е. вероятность отказа в обслуживании заявки равна
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Относительная пропускная способность СМО равна
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а абсолютная пропускная способность равна
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Среднее число заявок, стоящих в очереди Lоч, находится по формуле 
(1.8)

  GOTOBUTTON ZEqnNum150599  \* MERGEFORMAT  и может быть записано в виде
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При ρ = 1 формула (5.8)

 принимает вид 
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Lобс- среднее число заявок, находящихся в СМО, находится по формуле (1.7)
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и может быть записано в виде
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При ρ = 1, из (5.10)

 получим:
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Среднее время пребывания заявки в СМО и в очереди находится по формулам (1.10)

 соответственно.
(1.9)

 и 
1.6 Одноканальная система массового обслуживания с неограниченной очередью.

Примером такой СМО может служить директор предприятия, вынужденный рано или поздно решать вопросы, относящиеся к его компетенции, или, например, очередь в булочной с одним кассиром. Граф такой СМО изображён на рис. 5.
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Рис. 5
Все характеристики такой СМО можно получить из формул предыдущего раздела, полагая в них m→ ∞. При этом необходимо различать два существенно разных случая: а) ρ ≥ 1; б) ρ < 1. В первом случае, как это видно из формул (5.3)

, p0 = 0 и pk = 0 (при всех конечных значениях k). Это означает, что при t → ∞ очередь неограниченно возрастает, т.е. этот случай практического интереса не представляет. 
(5.2)

, 
Рассмотрим случай, когда ρ < 1. Формулы (5.3)

 при этом запишутся в виде
(5.2)

 и 
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Поскольку в СМО отсутствует ограничение на длину очереди, то любая заявка может быть обслужена, т.е. относительная пропускная способность равна
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Абсолютная пропускная способность равна
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Среднее число заявок в очереди получим из формулы(5.8)

 при m → ∞
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Среднее число обслуживаемых заявок есть
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а среднее число заявок, находящихся в СМО, равно
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Среднее время пребывания заявки в СМО и в очереди определяется формулами (1.10)

.
(1.9)

 и 
1.7 Многоканальная система массового обслуживания с ограниченной очередью.

Пусть на вход СМО, имеющей n каналов обслуживания, поступает пуассоновский поток заявок с интенсивностью λ. Интенсивность обслуживания заявки каждым каналом равна μ, а максимальное число мест в очереди равно m. Граф такой системы представлен на рис.6.
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Рис. 6

S0 - все каналы свободны, очереди нет;
Sl- заняты l каналов
[image: image59.wmf](1,)
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, очереди нет;
Sn+i- заняты все n каналов, в очереди находится i заявок 
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Сравнение графов на рисунках 3 и 8 показывает, что последняя система является частным случаем системы рождения и гибели, если в ней сделать следующие замены (левые обозначения относятся к системе рождения и гибели):
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.1)

Выражения для финальных вероятностей легко найти из формул (3.3)

 с учётом (8.6). В результате получим:
(3.2)

 и 
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Образование очереди происходит, когда в момент поступления в СМО очередной заявки все n каналов заняты, т.е. когда в системе будет находиться либо n, либо n+1,…,либо (n+m–1)заявок. Так как эти события несовместимы, то вероятность образования очереди роч равна сумме соответствующих вероятностей pn, pn+1,…, pn+m-1:
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Отказ в обслуживании заявки происходит, когда все m мест в очереди заняты, т.е.
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Относительная пропускная способность равна
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а абсолютная пропускная способность –
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Среднее число заявок, находящихся в очереди, определяется по формуле (1.8)

 и может быть записано в виде
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Среднее число заявок, обслуживаемых в СМО, может быть записано в виде
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Среднее число заявок, находящихся в СМО, равно
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Среднее время пребывания заявки в СМО и в очереди определяется формулами (1.10)

.
(1.9)

 и 
При ρ=n в формулах (7.8)

, возникает неопределённость типа 0/0. В этом случае, раскрывая неопределённость можно получить:(7.4)

, (7.2)

, 
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1.8 Многоканальная система массового обслуживания с неограниченной очередью. 
Граф такой СМО (рис.7) получается из графа на рис.6 при m → ∞
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Рис. 7

Формулы для финальных вероятностей можно получить из формул для n-канальной СМО с ограниченной очередью при m → ∞. При этом следует иметь в виду, что при ρ/n≥1 вероятность р0=р1=…= pn = 0, т.е. очередь неограниченно возрастает. Этот случай практического интереса не представляет и рассматриваем лишь случай ρ/n < 1. При m → ∞ из (7.2)

 получим
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Формулы для остальных вероятностей имеют тот же вид, что и для СМО с ограниченной очередью:
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Из (7.4)

 получим выражение для вероятности образования очереди заявок:
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Поскольку очередь не ограничена, то вероятность отказа в обслуживании заявки ротк равна нулю
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а относительная пропускная способность Q равна единице:
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Абсолютная пропускная способность А равна
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Из формулы (7.8)

 при m → ∞ получим выражение для среднего числа заявок в очереди:
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Среднее число обслуживаемых заявок Lобс определяется формулой
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Среднее время пребывания в СМО и в очереди определяется формулами (1.10)

.(1.9)

 и 
1.9 Многоканальная система массового обслуживания с ограниченной очередью и ограниченным временем ожидания в очереди.

Отличие такой СМО от СМО, рассмотренной в 1.8, состоит в том, что время ожидания обслуживания, когда заявка находится в очереди, считается случайной величиной, распределённой по показательному закону с параметром v=1/tож., где tож - среднее время ожидания заявки в очереди, а v - имеет смысл интенсивности потока ухода заявок из очереди. Граф такой СМО изображён на рис. 8.
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Рис.8
Остальные обозначения имеют здесь тот же смысл, что и в 1.8. Сравнение графов на рис. 2 и 8 показывает, что последняя система является частным случаем системы рождения и гибели, если в ней сделать следующие замены (левые обозначения относятся к системе рождения и гибели):
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9.1)

Выражения для финальных вероятностей легко найти из формул (9.1)

. В результате получим(3.3)

 с учётом (3.2)

 и 
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где β = ν/μ. Вероятность образования очереди роч определяется формулой
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Отказ в обслуживании заявки происходит, когда все m мест в очереди заняты, т.е. вероятность отказа в обслуживании ротк равна
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Относительная пропускная способность равна
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а абсолютная пропускная способность
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Среднее число заявок, находящихся в очереди, находится по формуле (1.8)

 и равно:
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Среднее число заявок, обслуживаемых в СМО, находится по формуле (1.7)

 и равно
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Среднее время пребывания заявки в СМО складывается из среднего времени ожидания в очереди и среднего времени обслуживания заявки, т.е.



[image: image98.wmf]ñìîîáñîæîæ

Q

tttt

m

=+=+


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9.11)

1.10 n- канальная система массового обслуживания замкнутого типа с m источниками заявок.

Примером такой СМО может служить завод, имеющий m станков и n слесарей – наладчиков. Требующий наладки станок либо сразу же обслуживается, если свободен хотя бы один из слесарей, либо ожидает наладки в очереди, если все слесари заняты. При этом предполагается, что m > n.
Таким образом, максимальная длина очереди равна (m-n). Интенсивность обслуживания источников заявок μ=1/tобс, где tобс - среднее время обслуживания объекта (источника заявок). Интенсивность потока требований каждого источника заявок равна λ= 1/tраб, где tраб - среднее время безотказной работы каждого объекта. Если под обслуживанием находятся k объектов, то интенсивность потока заявок в СМО будет равна (m - k)λ. Граф такой СМО представлен на рис.9.
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Рис.9
Поскольку очередь ограничена, то финальные вероятности такой системы всегда существуют. Сравнивая граф на рис.9 с графом системы рождения и гибели на рис.2 легко увидеть, что граф на рис.9 получается из графа на рис.2 в результате следующих замен (слева находятся обозначения системы рождения и гибели): 
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С учётом (1.3)

 запишутся в виде
(1.2)

и (10.1)

формулы для финальных вероятностей 
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Где ρ ≠1-(m - n),
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Образование очереди происходит, когда в момент поступления в СМО очередной заявки все n каналов заняты, т.е. когда в СМО будет находиться либо n, либо (n + 1),…, либо (n + m - 1) заявок. В силу несовместности этих событий вероятность образования очереди роч будет равна сумме соответствующих вероятностей рn, рn+1, …, рn+m-1:
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Поскольку отказа в обслуживании заявки нет, то pотк=0 и относительная

пропускная способность Q равна
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а абсолютная пропускная способность
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Среднее число занятых каналов 
[image: image108.wmf]3

n

 (оно равно Lобс - среднему числу обслуживаемых заявок) в данном случае нельзя находить по формуле 
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, поскольку состояние системы «поток заявок» зависит от состояния системы «число объектов», и 
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n

 надо находить по формуле (1.7)

. В результате получим:
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Среднее число заявок, находящихся в очереди (Lоч), найдём по формуле (1.8)

:
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Поскольку среднее число обслуживаемых заявок Lоч=
[image: image113.wmf]3

n

¢

, то среднее число заявок, находящихся в СМО, равно 
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Среднее время, проводимое заявкой в СМО равно
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При ρ=1-(m-n) в последнем слагаемом в (10.2)

 возникает неопределённость типа 0/0. Раскрывая эту неопределённость и отмечая штрихом соответствующие величины, получим:
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Среднее время пребывания заявки в СМО и в очереди определяется формулами (1.10)

.(1.9)

 и 
2 Решение задач
2.1 Задача 1.
Пять ткачих обслуживают 20 ткацких станков. Средняя продолжительность бесперебойной работы станка - 30 минут, устранение неисправности занимает в среднем 1,5 минуты. Найти характеристики СМО.
Решение. Дано: n = 5, m = 20, λ = 1/30 [мин]-1, μ = 2/3 [мин]-1, ρ = λ/μ = 1/20. Поскольку ρ ≠ 1-(m-n), то р0 находим по формуле (10.2)
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-вероятность того, что заняты все ткачихи.
Вероятность образования очереди находим по формуле(10.5)

:
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Среднее число ткачих, занятых обслуживанием станков находим по формуле (10.8)

:
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Среднее число станков, находящихся в очереди, находим по формуле(10.9)

:
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Полное число неработающих станков равно
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Анализ результатов:

Вероятность, что все 20 станков работают p0=0,1463, Вероятность образования очереди не маленькая, и составляет около 25%, Среднее число станков в очереди на ремонт составляет 0,785 штуки, а среднее число неработающих станков лишь 2,435
Выводы

В курсовой работе рассмотрены некоторые модели СМО. В настоящее время применение СМО занимает одно из ведущих мест из-за необходимости максимизации экономических расчетов. Чем дальше мы уходим в современность, тем больше употребляются экономические расчеты, и тем больше будет использоваться СМО. Раньше СМО рассчитывали вручную, сейчас СМО можно рассчитать и на персональном компьютере, на котором будет установлена программа, которая будет делать расчеты. СМО предназначена для расчетов рационального использования имеющихся, или вновь создаваемых объектах в которых известны входные данные. При этом минимизировать простои рабочих мест, компьютеров, машин перевозимых груз и т.д. за счет оптимального подбора параметров.
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