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Введение

Слово «игра» знакомо нам с детства. Мы играли во дворе с друзьями, дома с родителями или, когда рядом никого не было, в одиночку. Практически всегда игра шла наудачу. Иногда мы пытались продумать игру, что бы выиграть, но не всегда это получалось. Так хотелось придумать теорию, с помощью которой ты всегда будешь выигрывать. Может быть и Дж. фон Нейман мечтал о том же, когда разрабатывал основы теории игр. В соавторстве с О.Моргенштейн он написал монографию «Теория игр и экономическое поведение», которая вышла вскоре после второй мировой войны.
Теория игр используется давно, хотя в отдельную науку выделилась только в прошлом веке. В экономике еще 150 лет назад теория дуополии (конкуренции двух фирм) О.Курно была развита на основе соображений, которые мы сейчас относим к теории игр.

Для того, что бы понять, с чем же мы имеем дело, надо выделить основные термины.

Если имеется несколько конфликтующих сторон (лиц), каждая из которых принимает некоторое решение, определяемое заданным набором правил, и каждому из лиц известно возможное конечное состояние конфликтной ситуации с заранее определенными для каждой из сторон  платежами, то говорят, что имеет место игра.
Ситуация называется конфликтной, если в ней участвуют стороны, интересы которых полностью или частично противоположны.

Игра – это действительный или формальный конфликт, в котором имеется, по крайней мере, два участника (игрока), каждый из которых стремится к достижению собственных целей.

Допустимые действия каждого из игроков, направленные на достижение некоторой цели, называются правилами игры.

Количественная оценка результатов игры называется платежом. 

Игра называется парной, если в ней участвуют только две стороны (два лица).

Парная игра называется игрой с нулевой суммой, если сумма платежей равна нулю, т.е. если проигрыш одного игрока равен выигрышу второго. 

Однозначное описание выбора игрока в каждой из возможных ситуаций, при которой он должен сделать личный ход, называется стратегией игрока. 

Стратегия игрока называется оптимальной, если при многократном повторении игры она обеспечивает игроку максимально возможный средний выигрыш (или  минимально возможный средний проигрыш).

Сам термин «Теория игр» используется для обозначения комплекса математических моделей конфликтных ситуаций и способов их разрешения.  Формализованное описание игры задается списком ее участников (игроков) и множества стратегий для каждого из них. В результате выбора стратегий игроками образуется ситуация (состояние) игры. 
Наибольшие успехи достигнуты в теории игр двух игроков с противоположными интересами (антагонистические игры), где нормативный и дескриптивный аспекты конфликтной ситуации хорошо совмещаются в понятии(.). Седловой точки (максимина) состояния, в котором каждый игрок получает максимум выигрыша по контролируемым им переменным в условиях, когда этот выигрыш минимален по переменным, контролируемым другим игроком

Теория антагонистических игр находит применение в военных приложениях: в вопросах стратегии и тактики. Оказалось также, что антагонистические игры во многих аспектах эквивалентны задачам математического программирования. Игровая методология является основой перспективного направления математической статистики, трактующего статистические задачи как игры исследователя с природой.

Анализ игр многих лиц существенно затруднен из-за сложности вопроса о механизмах формирования и действия коалиций. Моделирование коалиционных взаимодействий как антагонистических игр привело к теории кооперативных игр, которая представляет интерес лишь с математической точки зрения. В теории бескоалиционных игр многих лиц имеются два направления, имеющие нетривиальное приложение к социально-экономической проблематике. 
Одно из них игры с непротивоположными интересами и фиксированной последовательностью ходов, моделирование принятия решений в организационных системах на основе принципа гарантированного результата. Согласно этому принципу, каждый игрок при своем ходе выбирает стратегию, исходя из предположения, что следующие за ним участники будут максимизировать свои выигрыши в условиях, определенных всеми предыдущими выборами.

Другое направление связано с понятием равновесия (Нейман-Нэш) ситуации, устойчивой в том смысле, что никакой игрок не может увеличить свой выигрыш за счет только собственных действий. Это понятие, в частности, лежит в основе концепции социально-экономического равновесия, согласно которой в равновесии все социальные в и экономические агенты добиваются максимально возможного удовлетворения своих интересов в рамках определенных ограничений, причем предложение соответствует спросу по всем видам рассматриваемых благ и труда. Данная концепция используется для анализа ряда социально-экономических процессов: поведение в условиях дефицита, распределение доходов, семейное поведение, межрегиональные взаимодействия и др.

В целом идеи теории игр имеют несомненное стимулирующее значение как для внутриматематических, так и для социально-экономических исследований, но в последнем случае собственные ее концепции слишком абстрактны и должны дополняться более конкретными конструкциями. В каждом приложении зародилась как теория рационального поведения двух игроков с противоположными интересами.

Она наиболее проста, когда каждый из них стремится минимизировать свой средний проигрыш, т.е. максимизировать свой средний выигрыш. Отсюда ясно, что теория игр склонна излишне упрощать реальное поведение в ситуации конфликта. Участники конфликта могут оценивать свой риск по иным критериям. В случае нескольких игроков возможны коалиции. Большое значение имеет устойчивость точек равновесия и коалиций. 

Таким образом, в понятии игры моделируются два основных факта:

· каждый участник конфликта лишь частично контролирует ситуацию; 

· каждый участник имеет свои интересы. 
Классификация игр

Классификацию игр можно проводить: по количеству игроков, количеству стратегий, характеру взаимодействия игроков, характеру выигрыша, количеству ходов, состоянию информации и т.д.

В зависимости от количества игроков различают игры двух и n игроков. Первые из них наиболее изучены. Игры трёх и более игроков менее исследованы из-за возникающих принципиальных трудностей и технических возможностей получения решения. Чем больше игроков - тем больше проблем.

По количеству стратегий игры делятся на конечные и бесконечные. Если в игре все игроки имеют конечное число возможных стратегий, то она называется конечной. Если же хотя бы один из игроков имеет бесконечное количество возможных стратегий, игра называется бесконечной.

По характеру взаимодействия игры делятся на: 

· Некооперативные, субъектом которых является индивид. Некооперативные игры характеризуются стратегией и предпочтениями игроков. Игрок принимает решения независимо от других игроков (Но не исключаются и переговоры).
· Кооперативные, субъектом которых может быть группа или коалиция. Исходным материалом для них служат возможности коалиции. В коалиционной игре допускаются обязывающие соглашения.
По характеру выигрышей игры делятся на: игры с нулевой суммой (общий капитал всех игроков не меняется, а перераспределяется между игроками; сумма выигрышей всех игроков равна нулю) и игры с ненулевой суммой.

По виду функций выигрыша игры делятся на: матричные, биматричные, непрерывные, выпуклые, сепарабельные, типа дуэлей и др.

Матричная игра – это конечная игра двух игроков с нулевой суммой, в которой задаётся выигрыш игрока 1 в виде матрицы (строка матрицы соответствует номеру применяемой стратегии игрока 2, столбец – номеру применяемой стратегии игрока 2; на пересечении строки и столбца матрицы находится выигрыш игрока 1, соответствующий применяемым стратегиям).

Для матричных игр доказано, что любая из них имеет решение и оно может быть легко найдено путём сведения игры к задаче линейного программирования.

Биматричная игра – это конечная игра двух игроков с ненулевой суммой, в которой выигрыши каждого игрока задаются матрицами отдельно для соответствующего игрока (в каждой матрице строка соответствует стратегии игрока 1, столбец – стратегии игрока 2, на пересечении строки и столбца в первой матрице находится выигрыш игрока 1, во второй матрице – выигрыш игрока 2.)

Для биматричных игр также разработана теория оптимального поведения игроков, однако решать такие игры сложнее, чем обычные матричные.

Непрерывной считается игра, в которой функция выигрышей каждого игрока является непрерывной в зависимости от стратегий. Доказано, что игры этого класса имеют решения, однако не разработано практически приемлемых методов их нахождения.

Если функция выигрышей является выпуклой, то такая игра называется выпуклой. Для них разработаны приемлемые методы решения, состоящие в отыскании чистой оптимальной стратегии (определённого числа) для одного игрока и вероятностей применения чистых оптимальных стратегий другого игрока. Такая задача решается сравнительно легко.
В данной курсовой работе будет рассматриваться игра двух лиц и двух групп лиц.
Способы представления игр

Есть несколько способов представления игр:

1. Стратегическая или нормальная.

2. Развернутая (экстенсивная или позиционная).
Нормальная форма.
Игра в нормальной форме состоит из спецификации трех вещей:

1) Список игроков
2) Список стратегий (для каждого игрока)

3) Для каждого профиля стратегий указывается профиль платежей.

Пусть количество игроков – N (неструктурированное множество). Игрок будет обозначаться символом i. Для каждого i € N задается множество стратегий Si, si - типичная стратегия. 

Профиль стратегии – это набор стратегий для каждого игрока, т.е. sN=(s1,s2,…,sn); это элемент декартова произведения множеств SN=xi€NSi. Для каждого игрока указывается функция его выигрыша ui:SN→R.
Каждый игрок выбирает свою стратегию si€Si. Когда все игроки делают свой выбор, можно определить выигрыш игроков ui(sN). Естественно, что каждый хочет получить максимально возможный выигрыш. Но это не так просто, можно даже сказать очень сложно, так как результат игры зависит от действий (стратегий) всех игроков. Каждый из игроков должен учитывать действия своих конкурентов.
Развернутая форма.

Для некоторых игр есть возможность задать граф – дерево игры. Оно изображается как направленный граф без циклов с выделенной вершиной – корнем. Стрелки идут в направлении от корня. Вершины дерева изображают позиции игры, на которых могут находиться игроки, поэтому у каждой вершины стоит метка игрока. Стрелки обозначают ходы игроков. Есть 2 вида вершин терминальные (конечные) и нетерминальные. Из нетерминальных вершин игроки могут сделать ход, у терминальных вершин стоит вектор (профиль) выигрышей игроков.
Типичный пример: игра крестики-нолики (3 на 3). Первым ходит игрок А, из 9 вариантов он выбирает один. Игроку Б представляется выбор уже из 8 вариантов. Следующим ходит игрок А и у него уже 7 вариантов и т.д.


















Таким образом на 6-м ходу выигрывает игрок А со счетом 1. Если бы игрок А не выбрал 9 клетку, то игра продолжилась. И игроки сделали бы еще 3 хода. Результатом игры могла стать ничья либо выигрыш игрока А.
Формальное описание игры в развернутой форме

Игра в развернутой форме состоит из четырех вещей: 
а) дерева игры Г, 
b) распределения вершин-позиций по игрокам, 
с) ин​формационных разбиений позиций каждого игрока, 

d) выигрышей. 
Уточним каждый пункт.
a) Дерево игры Г состоит из (конечного) множества вершин (позиций) X и множества стрелок А 
[image: image1.wmf]Î

X × X. Множество стрелок, выходящих из вершины x, обозначается А(х). Кроме того, есть выделенная "начальная" позиция (ко​рень дерева). Предполагается, что, выходя из корня и двигаясь по стрелкам, можно достичь любой позиции и притом единственным образом.
b) Порядок ходов. Вершина х 
[image: image2.wmf]Î

 X называется терминальной, если А(х) = 0. Множество терминальных вершин обозначим Т. Порядок ходов задается oтображением i : Х\Т —> N, где N - множество игроков. Для игрока i 
[image: image3.wmf]Î

 N обозначим через Xi = i-1(i) множество позиций, "контролируемых" данным игроком.
c) Информация. Для каждого игрока i задано разбиение множества Xi на 'информационные множества". Типичный элемент этого разбиения (то есть информационное множество) обозначается h; а множество таких множеств как Hi. Таким образом Xi = Uh
[image: image4.wmf]Î

H h. Далее, для каждого h задано множество M(h) ходов (или их "меток"), доступных в информационном множестве h. Наконец, для каждой позиции х 
[image: image5.wmf]Î

 h задано отображение ах : M(h) —> А(х).
d) Выигрыши. Для каждой терминальной вершины t 
[image: image6.wmf]Î

 Т указан вектор u(t) = (ui(t)) 
[image: image7.wmf]Î

RN. i-ая координата ui(t) этого вектора специфицирует выигрыш, который получает игрок i, если игра заканчивается в позиции t.

Неформальное описание игры

Всякая игра предполагает следующее:

1. Наличие некоторого числа n участвующих в ней лиц (игроков). Могут быть игры с одним игроком (пасьянс), двумя игроками (шахматы, муж с женой, две конкурирующие фирмы), тремя игроками (преферанс, три фирмы на рынке) и т.д. По числу игроков и идёт классификация игр - игры двух лиц, трёх лиц и т.д.; 

2. Конечный выигрыш (или проигрыш) каждого игрока. Когда игра кончается, каждый игрок получает доход [image: image8.png]


(если [image: image9.png]7 <0



- значит, игрок проиграл), зависящий от его поведения и поведения других игроков. 


Наиболее изученным классом игр являются так называемые игры с нулевой суммой, когда в любой 

      действий игроков, определенная правилами игры и состоящая из ходов, после 


      которых игрокам выплачиваются выигрыши " 
партии
 имеет место условие 

[image: image10.png]


,

то есть если кто-то выигрывает, то кто-то обязательно проигрывает. Это особенно проявляется в 

      сумма выирышей двух игроков после каждой партии не равна нулю" 
играх двух лиц с нулевой суммой
, когда [image: image11.png]P+ py

0



, то есть [image: image12.png]


. В этом случае интересы игроков строго противоположны, так как выигрыш одного игрока является одновременно проигрышем другого. Такие игры называют антагонистическими.

Всякая игра состоит из партий, которые начинаются и заканчиваются, после чего игрокам выплачиваются их выигрыши. В свою очередь, каждая партия состоит из ходов, которые одновременно или последовательно делают игроки. Описание игры как последовательности ходов носит название позиционной формы игры. Теория игр в позиционной форме разработана очень слабо.

Основное содержание современной теории игр - это так называемая матричная форма игры. В этом случае считается, что каждый игрок делает всего лишь один ход, причем все ходы делаются одновременно. После этого каждому игроку выплачивается выигрыш (или берётся проигрыш) в зависимости от того, какие ходы были сделаны им и другими игроками.

Вообще говоря, игра в позиционной форме может быть сведена к игре в матричной форме, однако для реальных игр это сведение настолько сложно, что практически невыполнимо даже для современных ЭВМ. Однако вполне возможно, что в будущем такое сведение будет иметь и практический смысл.

Игры двух лиц с нулевой суммой

Пусть есть 2 игрока А и Б. Ходы делаются одновременно. У игрока А всего n возможных ходов (i=1,2,3,…,n), у игрока Б – m (j=1,2,3,…,m). Эти возможные ходы называются чистыми стратегиями. 
Оба игрока делают одновременно по одному ходу, после чего 

      действий игроков, определенная правилами игры и состоящая из ходов, после 


      которых игрокам выплачиваются выигрыши." 
партия
 считается законченной. Если первый игрок делает ход i, а второй - ход j,

то первый игрок получает выигрыш, равный aij. Очевидно, что проигрыш второго игрока равен - aij. 

Эти данные можно записать в виде матрицы
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в которой строки соответствуют ходу первого игрока, а столбцы - ходу второго игрока. Эта матрица носит название платёжной матрицы игры.

Рассмотрим пример такой матрицы (для упрощения примера рассмотрим квадратную матрицу):
      j=
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Попробуем рассуждать с точки зрения первого игрока. Если он сделает ход i=1, то наихудшей для него будет ситуация, когда второй игрок сделает ход j=3, так как в этом случае он получит 0. Если первый игрок сделает ход i=2, то в наихудшем случае (при ходе второго игрока j=1) он также получит 0. Аналогично, при i=3 он в наихудшем случае получит 4 (при j=2), при i=4  2 (при j=3).

Стремясь сделать свой гарантированный выигрыш как можно больше, первый игрок должен выбрать ход i=3, так как в этом случае он гарантирует себе выигрыш, равный 4 (правда, и его максимальный выигрыш невелик  всего 5).

А теперь попробуем посмотреть на эту же матрицу с точки зрения второго игрока. Для него это  матрица его проигрыша.

Если он выберет ход j=1, то его максимальный проигрыш будет равен 18 (если первый игрок сделает ход i=1). Аналогично, при j=2 его максимальный проигрыш будет равен 4, при j=3 8, и, наконец, при j=4 его максимальный проигрыш будет равен 20. Стремясь сделать свой максимальный проигрыш как можно меньше, второй игрок должен выбрать ход j=2, так как в этом случае его максимальный проигрыш, равный 4, самый маленький.

Итак, мы пришли к выводу, что первый игрок должен ходить i=3, а второй j=2. Допустим теперь, что второй игрок, как говорят, “открывает карты” и заявляет первому игроку: “Я буду делать ход j=2”. Есть ли первому игроку необходимость менять свой ход? Нет, так как в этом случае его наилучший ход всё равно i=3.

Аналогично, если первый игрок заявит второму, что он будет ходить i=3, то второму игроку также нет смысла менять свой ход, так как наилучшим ответом будет всё равно j=2. Пара i=3, j=2 является, как говорят, уравновешенной парой, так как “открытие карт” игроками не даёт поводов противнику менять свою стратегию. Как говорят, пара i=3, j=2 есть решение игры, а величина выигрыша при этом первого игрока (и одновременно величина проигрыша второго)  4  это цена игры.

Оформим всё это математически. Итак, пусть первый игрок выбирает ход i. В наихудшей для него ситуации он выиграет
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Стремясь сделать свой минимальный выигрыш максимальным, он выбирает свой ход из условия 
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Такая стратегия называется максиминной.

Аналогично, второй игрок, выбирая ход j, в наихудшей для себя ситуации проигрывает
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Стремясь сделать свой максимальный проигрыш минимальным, он должен выбирать свой ход из условия
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Такая стратегия называется минимаксной.

Теорема 1. Пусть имеются два числовых множества A и B; f(x,y) есть вещественная функция двух переменных при x
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существуют. 

Обратите внимание на самую существенную деталь - 
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меньше или равен 
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. У нас же получилось, что 
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равны 4. Оказывается, именно в этом равенстве всё дело, именно это равенство обеспечивает и существование уравновешенной пары и цены игры. Дадим соответствующие определения и теоремы.

Определение. Пусть f(x, y) есть действительная функция, определённая 

для всех x
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B.Точка(x0, y0),где x0
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B называется Седловой точкой функции f(x, y),если выполнены следующие условия: 

1. 
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Теорема 2. Пусть f(x,y) - действительная функция, определённая для всех x
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необходимо и достаточно, чтобы f(x, y) имела седловую точку. 

Кроме того,если (x0, y0) есть седловая точка функции f(x, y) ,то 

f(x0, y0)=
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Замечание. На основании интерпретации матрицы как функции двух переменных aij=(i, j) отсюда следует, что седловая точка (i0, j0) 

      на n, i=1,...,n j=1,...,m (i,j)-ый элемент которой значение выигрыша (пригрыша) 


      игроков в случае i-го хода первого игрока и j-го хода второго игрока" 
платёжной матрицы
 определяется условием
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то есть седловая точка матрицы есть элемент, который минимален в своей строке ([image: image48.png]


), но максимален в своём столбце (
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i

j

i

a

a

0

0

0

£

). Это позволяет легко находить седловые точки матрицы. 

Ответим еще на некоторые вопросы, касающиеся седловых точек.

1. Может ли у матрицы быть несколько седловых точек? 

Ответ положительный - да, может. Так, в матрице

[image: image50.png]



две седловых точки (i=1, j=1) и (i=1, j=3).

  

2.  Если седловых точек несколько, то не возникает ли каких-то противоречий между ними? 

Ответ отрицательный. Более того, если (i1, j1) и (i2, j2) две седловые точки, то (i1, j2) и (i2, j1) тоже седловые точки и
[image: image51.wmf]2

2

1

2

1

1

1

2

j

i

j

i

j

i

j

i

a

a

a

a

=

=

=

/
3.  Все ли матрицы имеют седловую точку? Ответ отрицательный. У матрицы [image: image52.png][



седловых точек нет.

Смешанные стратегии 

Седловая точка в 

      можно представить в виде матриц " 
матричных играх
 всё-таки скорее исключение, чем правило. А что же может гарантировать себе игрок, если седловой точки нет?

Давайте снова рассмотрим игру с 

      на n, i=1,...,n j=1,...,m (i,j)-ый элемент которой значение выигрыша (пригрыша) 


      игроков в случае i-го хода первого игрока и j-го хода второго игрока" 
платёжной матрицей
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Здесь 
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образуется “дыра” [-1;1]Как можно её заполнить и чем? 

Представим себя в позиции первого игрока. Он имеет гарантированный проигрыш, равный (-1). Как он может его повысить?

В такой ситуации единственный выход - выбирать свой ход случайным образом. Например, взять и подбросить монету. Упадёт она кверху орлом - делать ход i=1, выпадет решка - делать ход i=2. Что же это даст?

Выигрыш станет случайной величиной и оценивать его надо по математическому ожиданию. Пусть второй игрок делает ход i=1. Тогда математическое ожидание выигрыша первого игрока будет
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Если второй игрок делает ход j=2, то математическое ожидание выигрыша первого игрока равно
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Таким образом, выбирая свой ход случайно, первый игрок гарантирует себе (правда, в среднем, а не в каждой партии), выигрыш, равный нулю. А это всё-таки лучше, чем гарантированный выигрыш, равный (-1) .

Аналогично, второй игрок, бросая монету и выбирая ход в соответствии с её “указанием”, гарантирует себе в среднем проигрыш, равный 0. Это тоже лучше, чем проигрыш, равный 1.

Таким образом, оказывается, что случайный выбор хода повышает наши шансы на успех, хотя бы в среднем. И это является одной из основных идей теории игр - выбирать свой ход случайно. Подобный случайный выбор хода получил название смешанной стратегии.

Конечно, с обычных житейских позиций, случайный выбор хода не всегда приемлем. Если милиционер спас заложника, но принял решение случайным образом, то в отчете такое, такое конечно не напишешь. А если бы в результате случайного принятия решения заложник погиб бы? И тем не менее, случайный выбор хода - смешанная стратегия - имеет право на существование, даже в реальной жизни. Когда не знаешь, как действовать - выбирай свой ход случайным образом! Иногда помогает. По крайней мере, никто не разгадает стратегии твоего поведения и не предугадает твоего хода.

Нахождение смешанной стратегии 

Цена игры 

Оформим теперь всё сказанное выше математически. Рассмотрим сначала ситуацию, когда все aij>0. Это гарантирует нам, что выигрыш первого игрока (и, соответственно, проигрыш второго) всегда будет положительным.

Пусть в распоряжении первого игрока имеется n ходов i=1,2,3…n и он выбирает их случайным образом, так что ход номер I делается с вероятностью pi. Набор чисел (p1,p2,p3…pn) - называется смешанной стратегией первого игрока. Так как pi, i=
[image: image60.wmf]n
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Пусть v есть гарантированный средний выигрыш первого игрока. Выигрыш гарантированный, если при любом ходе второго игрока первый игрок получит в среднем не меньше, чем v. Математически это означает, что
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Заметим, что v>0. Перейдём от величин pi к величинам xi=pi/v. Тогда, деля все уравнения на v, получим систему неравенств:
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Но у нас есть еще условие нормировки
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. Переходя к xi, запишем его в виде

.
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В чем же заключается задача выбора оптимальной смешанной стратегии? Она заключается в том, чтобы так выбрать числа (p1,p2,…,pn), чтобы гарантированный средний выигрыш v был максимальным. Но тогда 1/v будет минимальным и задача приобретает вид
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Это  типичная 

      тем, что целевая функция является линейной функцией переменных,а 


      область допустимых значений определяется системой линейных равенств 


      или неравенств" 
задача линейного программирования
. Решая её, мы найдём v и (x1, x2,…,xn), откуда затем найдём и 
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. Заметим, что для pi можно написать и другую формулу
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Встанем теперь на точку зрения второго игрока. Он ведь тоже может применить смешанную стратегию, выбирая свои ходы случайным образом с вероятностями [image: image69.png]


, для которых тоже верно
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Он тоже имеет некоторый максимальный средний проигрыш w; слово “максимальный” означает, что при любом ходе первого игрока он не должен

проиграть в среднем больше, чем w. Математически это означает, что 
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Заметим, что w>0. Перейдём от величин qi к величинам yi=qi/w. 

Тогда, деля все уравнения  на w, получим систему неравенств
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Условие нормировки 
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примет теперь вид 
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Задача выбора оптимальной смешанной стратегии вторым игроком заключается, очевидно, в том, чтобы выбрать (q1,q2,…,qm) так, чтобы w было минимальным. Это приводит к задаче
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                                                      (2)
Это также стандартная задача линейного программирования. Решая её, мы найдём w и (y1, y2,…,ym), откуда легко найти и интересующие нас величины qj: 


[image: image77.wmf]å

=

=

×

=

m

i

i

j

j

j

y

y

w

y

q

1

/


Тем самым определяется и оптимальная смешанная стратегия второго игрока.

А теперь обратите внимание на самый важный момент в этих рассуждениях. Задачи (1) и (2) являются 

      задач линейного программирования согласно соответствующим правилам, о которых 


      вы можете узнать при переходе по ссылке" 
парой двойственных задач линейного программирования
! Но тогда, в силу первой теоремы двойственности, экстремальные значения линейных форм этих задач должны быть равны, то есть при оптимальных смешанных стратегиях обеих игроков должно выполняться соотношение 1/v=1/w ,или v=w. 

Это общее значение v и w называется ценой игры. Системы (1) и (2) позволяют, таким образом, найти оптимальные смешанные стратегии обеих игроков и цену игры, то есть они позволяют решить игру.

Раз v=w, то max min и min max совпадают! Это позволяет говорить о том, что в смешанных стратегиях всякая игра двух лиц с нулевой суммой имеет седловую точку. Это положение является основной теоремой, касающейся игр двух лиц с нулевой суммой.

Как и всякая седловая точка, пара стратегий 
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является уравновешенной парой. Это означает, что если противник знает, что я применяю стратегию, соответствующую седловой точке, то ему нет смысла менять свою смешанную стратегию - смена стратегии ничего не даст. Игроки, так сказать, могут “играть в открытую”.

В заключение этого раздела отметим, что делать, если не выполняется условие 
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. В этом случае следует перейти к игре с платёжной матрицей
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где 
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- произвольное положительное число. Для новой игры стратегии игроков останутся теми же, то есть мы найдём 
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. Что касается цены новой игры 
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, то она связана с ценой v старой игры тем же соотношением, что и (3)
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что и решает исходную задачу.
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Рис 1. Нумерация ячеек





Рис 2. Ход игры





Рис.3.Граф игры в крестики нолики.
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