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Введение.

Математические методы оптимизации, соответствую​щие алгоритмы и компьютерные программы можно рас​сматривать как эффективный элемент наукоемких техно​логий, разработка которых в различных областях в на​стоящее время особенно актуальна. Оптимизационные методы используются в исследовании операций и сис​темном анализе, в планировании производственной дея​тельности, в проектировании различных объектов, в во​енном деле и т.д.
Недостаточность классической теории оптимизации вы​явилась во второй трети XX в. при необходимости решать задачи с ограничениями в виде неравенств, особенно при большом числе переменных. Последнее обстоятельство (большая размерность задач) преодолено разработкой численных методов решения систем алгебраических уравнений и соответствующих компьютерных программ.
Задачи с ограничениями в виде неравенств, в которых равенство нулю частных производных вообще не являет​ся даже необходимым условием экстремума, потребовали разработки новой теории оптимизации — теории матема​тического программирования. Эта теория дает совокуп​ность методов решения задач поиска экстремума функ​ции многих переменных (целевая функция) при наличии ограничений (равенств или неравенств) на искомые неизвестные. Как правило, это численные (итерационные) методы. Их практическая реализация осуществляется в соответствующих алгоритмах и компьютерных программах.

 Классические задачи на безусловный экстремум (при отсутствии ограничений вообще) или при наличии только ограничений-равенств также могут решаться методами математического программирования (как частный случай). Отсюда следует теоретическая и практическая значимость этих методов.
Наиболее известными и простыми являются методы линейного программирования, используемые в научных исследованиях и практической деятельности значительно чаще, чем методы нелинейного программирования. Почти одновременно с линейным программированием (конец 40-х-начало 50-х годов прошлого века) был разра​ботан метод динамического программирования. В «компь​ютерную эпоху» он получил широкое применение в самых различных областях практики. Этот мощный метод оптими​зации далеко не универсальный. Известны безуспешные попытки его применения без должного анализа особенно​стей конкретной задачи оптимизации.
 Метод ветвей и границ

Метод ветвей (веток) и границ относится к группе комбинаторных методов дискретного программирования и является одним из наиболее распространенных методов этой группы.
Впервые метод ветвей и границ был предложен в работе Лэнд и Дойг в 1960г. применительно к задаче линейного целочисленного программирования. Однако эта работа не оказала заметного влияния на развитие идей дискретного программирования. Второе рождение метода связано с работой Литтла, Мурти, Суини и Кэрел, 1963 г., посвященной задаче о коммивояжере.

Под методом ветвей и границ понимается алгоритм решения задачи, имеющий древовидную структуру поиска оптимального решения и использующий результаты решения оценочных задач. Древовидная структура называется обычно деревом ветвления.

Метод ветвей и границ  является одним из основных методов, применяемых при численном решении задач оптимизации. Суть метода заключается в последовательном разбиении множества допустимых решений на подмножества с последующим отсевом подмножеств, не содержащих решения.

Алгоритм метода ветвей и границ

Рассмотрим задачу в виде:

f(x0)=min f(x), x є G, |G|=N < ∞.

Алгоритм ветвей и границ основан на следующих построениях, позволяющих уменьшить объем перебора.

1. Вычисление оценки. Пусть G' 
[image: image1.wmf]Ì

 G, тогда φ(G') называется нижней оценкой, если для любого х є G' выполняется неравенство 
f(x) ≥ φ(G').

2. Ветвление (разбиение множества G на подмножества). Положим

G0 = G и разобьем множество G0 на r1 непересекающихся подмножеств
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Этот шаг алгоритма считаем начальным, имеющим номер 0. Рассмотрим шаг алгоритма с номером k. Пусть 
[image: image8.wmf],

1

1

G

 
[image: image9.wmf],

1

2

G

 
[image: image10.wmf].....,

 
[image: image11.wmf]1

1

r

G

 — множества, еще не подвергавшиеся разбиению. Выберем одно из этих множеств 
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 и разобьем его на непересекающиеся подмножества: 
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Выполним модификацию списка множеств, еще не подвергавшихся разбиению. Заменим множество 
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множествами 
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 и множества, еще не подвергшиеся разбиению, переобозначим: 
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Эти множества образуют список задач для ветвления. Выберем одно из них и снова повторим процедуру разбиения.

Описанную процедуру разбиения можно представить в виде дерева (рис. 1)
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Рис. 1

3. Пересчет оценок. Если G1 
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 G2, то 
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Поэтому, разбивая в процессе ветвления подмножество G’ 
[image: image23.wmf]Ì

 G на непересекающиеся подмножества 
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G's, G' = 
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 , будем предполагать, что φ(G1’) ≥ φ (G’), причем хотя бы для некоторых номеров i0 выполняется строгое неравенство φ(
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4. Вычисление планов (допустимых решений). Если на шаге ветвления с номером k известен план хk, на шаге с номером (k + 1) — план хk+1 и если f(xk+1) < f(xk), то план хk забывается и вместо него сохраняется план хk+1. Наилучшее из полученных допустимых решений принято называть рекордом.

5. Признак оптимальности. Пусть G = 
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 является оптимальным, т.е. 
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EMBED Equation.3[image: image32.wmf]0
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, если выполняется условие

f(
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6. Оценка точности приближенных решений. Пусть G = 
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 φ(Gj), xk — рекорд; тогда имеет место следующее неравенство:

φ0 ≤ f(x0) ≤ f(xk).

Разность ∆ = f(xk) - φ0 является оценкой гарантированного отклонения рекорда хk от оптимума х0. Из приведенного неравенства следует, что для ветвления необходимо выбрать множество с минимальным значением нижней оценки.

7. Правило отсева. Пусть снова G = 
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, x0 — оптимум, хk — рекорд. Если φ(Gr) > f(xk), то множество Gr можно отсеять, т.е. исключить из дальнейшего рассмотрения, так как оно не может содержать оптимальных решений. Действительно, пусть x є G; тогда в силу определения оценки f(x) ≥ φ(G') имеем f(x) ≥ φ(Gr) > f(xk) ≥ f(x0).

Правило φ(Gr) > f(xk) гарантирует, что в процессе работы алгоритма ни одно из подмножеств Gr, в которых содержится точное решение x0, не будет отсеяно. Более сильное правило φ(Gr) ≥ f(xk) гарантирует, что хотя бы одно оптимальное решение будет найдено, оно и применяется при практическом решении задач.

8. Конечность алгоритма. Конечность алгоритма следует из конечности множества G.

Эффективность алгоритма ветвей и границ определяется числом решенных задач. Решение задачи состоит из двух основных этапов. На первом этапе находится оптимальное решение (или близкое к нему). На втором этапе производится доказательство оптимальности полученного решения. Второй этап, как правило, оказывается более трудоемким, чем первый. Это означает, что число подзадач, решаемых до получения оптимума, может оказаться существенно меньше числа подзадач, решаемых для доказательства оптимальности.

Решение задачи методом целочисленного линейного программирования. Метод ветвей и границ.

Определить плановое задание добывающим предприятиям, если в работе находится N=12  составов. Цена готовой продукции K=50 у.е. за тонну. Руда поступающая на обогатительную фабрику должна иметь содержание Ме (полезного компонента) в пределах 29,8 – 29,9 %

	Наименование показателя


	   Единицы

  Измерения


	                         Предприятия



	
	
	          1    
	         2                 
	          3 

	Max добыча  ПИ    
	тыс. Тонн
	740
	680
	600

	Содержание полезного компонента,α
	%
	29,1
	29,8
	30,8

	Извлечение, Ε
	%
	80
	75
	70

	Затраты на добычу, транс-портировку и   переработку, C
	у.е. /т
	6
	7
	8

	Производи-тельность Состава,q
	тыс. тонн
	120
	110
	106


x1, x2, x3 – количество составов выделенных соответственно предприятиям 1, 2 и 3.

 Ограничения:

По количеству составов:
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      где n – количество предприятий, N – количество составов.

x1 + x2 + x3
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По максимальному объему добычи руды с каждого из предприятий:
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    120x1 
[image: image42.wmf]£

 740 или  x1
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6,167(для предприятия 1);

    110x2 
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 680 или x2
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 6,18 (для предприятия 2);

    106x3 
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 600 или x3 
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 5,66  (для предприятия 3).

По содержанию полезного компонента в руде:

по формуле:
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где 

(min – минимально допустимое содержание  полезного компонента в руде,

(max – максимально допустимое содержание полезного компонента в руде,

(i – содержание полезного компонента в руде i – того предприятия,

qi – производительность состава i – того предприятия,
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-0,84x1 + 1,06x3
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0; (ограничение по минимально допустимому содержанию

полезного компонента в руде);
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0,96 x1 + 0,11x2 – 0,954x3
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0;  (ограничение по максимально допустимому содержанию полезного компонента в руде);

Целевая функция:
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где K- цена готовой продукции (у.е. за тонну);

имеем:

         Z = 676800x1 + 459250x2 + 294660x3
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Или в тыс. тонн:

         Z = 676,8x1 + 459,25x2 + 294,66x3
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Вершина 1  x1 = 6,17       x2 = 0,9        x3 = 4,9       Z1 = 5930

Начнем ветвление по x1 = 6,17, тогда получаем дополнительные ограничения а) x1 
[image: image57.wmf]£

 6 (1 ветвь) б) x2 
[image: image58.wmf]³

 7 (2 ветвь).

Решаем сначала ветвь 1. К ограничениям задачи ЛП добавляем ограничение а.

Получаем седьмым ограничением ограничение x1 
[image: image59.wmf]£

 6;

Решение:
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Вершина 2  x1 = 6    x2 = 1,2       x3 = 4,8      Z2 = 5888

Мы получили одно целочисленное решение x1 = 6, следовательно дальнейшее ветвление мы будем проводить по x2 или x3.

Решаем ветвь 2. К ограничениям задачи ЛП добавляем ограничение б.

Седьмым ограничением становится ограничение x1 
[image: image61.wmf]³

 7.

Решение: 
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x1

x2

,

x3

,

(

)

676.8

x1

×

459.25

0.75

×

x2

×

+

294.66

x3

×

+

(

)

:=

x1

0

:=

x2

0

:=

x3

0

:=

Ïðîèçâîëüíûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ

Given

Áëîê ðåøåíèÿ Given

x1

7

³

x2

6.18

£

x3

5.66

£

1.06

x3

×

0.84

x1

×

-

0

³

Îãðàíè÷èâàþùèå óñëîâèÿ

0.96

x1

×

0.11

x2

×

+

0.954

x3

×

-

0

³

x1

x2

+

x3

+

12

£


Дальнейшее ветвление из вершины 3 невозможно, т. к. х1=-0,8

Продолжим ветвление из вершины 2. Как было уже сказано выше, мы можем продолжить ветвление по x2 или x3. Продолжим ветвление по x2. x2 = 1,2, следовательно восьмое ограничение для 1 ветви будет x2 
[image: image63.wmf]£

 1, а для другой x2
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. Движемся сначала по ветви 1 в вершину 4.

Решение:
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Полученное решение

х1 = 6         x2 = 1       x3  = 5       Z4 = 5879

Мы получили, что все три переменных имеют целочисленное значение,

но, чтобы данное решение являлось решением задачи ЦЛП необходимо и достаточно показать, что при ветвлении по ветви 2 в вершине 5 мы получим значение целевой функции Z5 < Z4. Найдем решение в вершине 5.

Решение:
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Z5 = 5767, следовательно Z5 < Z4, значит в вершине 4 мы получили решение задачи ЦЛП.

  Интерпретация решения с помощью блок – схемы:

                                                                          x1=6,17

                           Z1=5930                              x2=0,9

                                                                       x3=4,9    

                          x1
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          x1=6

         x2=1,2                                                               Система  несовместна     

          x3=4,8                                                                                   

 x2
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                 x1=6                                               x1=5,6 

                 x2=1                                               x2=2

Z4=5879   x3=5                       Z=5767           x3=4,42   

 Ответ: В результате решения  получили, что целочисленное оптимальное решение получается в вершине 4, так как все значения x1=6, x2=1,x3=5 в этой вершине целочисленные и Z5(5767)<Z4(5879), следовательно получено оптимальное решение. Висящая вершина 5  и прозондированные 1,2,3,4. 

Плановые задания:
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, где P – плановое задание тыс. тонн, q – производительность состава, x – количество составов, i – номер предприятия.

Для предприятия 1:
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Для предприятия 2:
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Для предприятия 3:
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Заключение:
Решение задачи ЦЛП методом ветвей и границ:

1. Решаем задачу как задачу ЛП.

2. Если мы получим оптимальные целочисленные решения задачи ЛП, то они являются также и оптимальными решениями задачи ЦЛП.

3. Если мы не получим целочисленных решений, то целевая функция Z1 задачи ЛП становится верхней границей оптимального значения Z  задачи ЦЛП, потому что значение целевой функции Z при введении в дальнейшем новых ограничений для получения оптимальных целочисленных решений уменьшается.

4. Затем производится ветвление по одному из нецелочисленных оптимальных решений задачи ЛП. Ветвление осуществляется с использованием некоторых правил по следующей схеме: если n
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x
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n+1, то 1) x
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n;               2) x
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n+1,  где х – нецелочисленное оптимальное решение задачи ЛП, по которому мы осуществляем ветвление, n – ближайшее целое к х не превышающее х.

 Правила ветвления:
1) Выбирается переменная, у которой дробная часть наиболее близка к 0,5.

2) Выбирается переменная с наибольшим приоритетом по какому — либо  качественному или количественному значению.

3) Переменная выбирается произвольно.

Ограничения введенные при ветвлении добавляются к ограничениям задачи ЛП.

В каждой из вершин находим оптимальные решения полученных путем добавления новых ограничений задач ЛП – 2 и ЛП – 3. Если не у одной из них мы не получили целочисленных оптимальных решений, то мы выбираем ту вершину, в которой получено наибольшее значение целевой функции и производим дальнейшее ветвление. Так продолжается до получения целочисленного оптимального решения одной из задач ЛП.

Вершина называется прозондированной, если:
1) Мы нашли в ней оптимальное целочисленное решение – решение задачи ЦЛП.

2) В данной вершине нет оптимальных решений задачи ЛП.

3) Значение Z в оптимальном решении задачи ЛП не больше текущей нижней границы.

Прочие вершины называются висящими.

Список литературы
1. Сигал И.Х., Иванова А.П. Введение в прикладное дискретное программирование. Физматлит, 2002, 240 c.

   2. Дьяконов В. П. Энциклопедия Mathcad 2001i/11. «СОЛОН-Пресс»,2010-832 с.  
   3. http://www.allbest.ru
   4. http://go.mail.ru
   5. http://www.ou.tsu.ru/resources/eledu/index.php?p=juurgu

  1





  3





  2





  4





  5








PAGE  
2

_1322419743.unknown

_1322419751.unknown

_1322419759.unknown

_1324143440.unknown

_1324143882.bin

_1324144218.bin

_1324150678.bin

_1324144341.bin

_1324144081.bin

_1324143588.unknown

_1324143828.bin

_1324143486.unknown

_1322419761.unknown

_1322419762.unknown

_1322419760.unknown

_1322419755.unknown

_1322419757.unknown

_1322419758.unknown

_1322419756.unknown

_1322419753.unknown

_1322419754.unknown

_1322419752.unknown

_1322419747.unknown

_1322419749.unknown

_1322419750.unknown

_1322419748.unknown

_1322419745.unknown

_1322419746.unknown

_1322419744.unknown

_982424441.unknown

_1322419735.unknown

_1322419739.unknown

_1322419741.unknown

_1322419742.unknown

_1322419740.unknown

_1322419737.unknown

_1322419738.unknown

_1322419736.unknown

_1322419731.unknown

_1322419733.unknown

_1322419734.unknown

_1322419732.unknown

_1322419729.unknown

_1322419730.unknown

_982920885.unknown

_982920997.unknown

_1322419728.unknown

_982920939.unknown

_982920704.unknown

_981807902.unknown

_982246070.unknown

_982246807.unknown

_982424385.unknown

_982246527.unknown

_981808115.unknown

_981993426.unknown

_981993960.unknown

_982246019.unknown

_981993900.unknown

_981993381.unknown

_981808052.unknown

_981274090.unknown

_981358475.unknown

_981361578.unknown

_981708610.unknown

_981708678.unknown

_981708700.unknown

_981708596.unknown

_981360423.unknown

_981361426.unknown

_981359990.unknown

_981274178.unknown

_981274223.unknown

_981274125.unknown

_981273999.unknown

_981274028.unknown

_981273827.unknown

