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ВВЕДЕНИЕ
Во многих областях практической деятельности человека мы сталкиваемся с необходимостью пребывания в состоянии ожидания. Подобные ситуации возникают в очередях в билетных кассах, в крупных аэропортах, при ожидании обслуживающим персоналом самолетов разрешения на взлет или посадку, на телефонных станциях в ожидании освобождения линии абонента, в ремонтных цехах в ожидании ремонта станков и оборудования, на складах снабженческо-сбытовых организаций в ожидании разгрузки или погрузки транспортных средств. Во всех перечисленных случаях имеем дело с массовостью и обслуживанием. Изучением таких ситуаций занимается теория массового обслуживания. В теории систем массового обслуживания (в дальнейшем просто -CMО) обслуживаемый объект называют требованием. В общем случае под требованием обычно понимают запрос на удовлетворение некоторой потребности, например, разговор с абонентом, посадка самолета, покупка билета, получение материалов на складе. Средства, обслуживающие требования, называются обслуживающими устройствами или каналами обслуживания. Например, к ним относятся каналы телефонной связи, посадочные полосы, мастера-ремонтники, билетные кассиры, погрузочно-разгрузочные точки на базах и складах. Совокупность однотипных обслуживающих устройств называется обслуживающими устройствами. Такими системами могут быть телефонные станции, аэродромы, билетные кассы, ремонтные мастерские, склады и базы снабженческо-сбытовых организаций и т.д. В теории СМО рассматриваются такие случаи, когда поступление требований происходит через случайные промежутки времени, а продолжительность обслуживания требований не является постоянной, т.е. носит случайный характер. В силу этих причин одним из основных методов математического описания СМО является аппарат теории случайных процессов . Основной задачей теории СМО является изучение режима функционирования обслуживающей системы и исследование явлений, возникающих в процессе обслуживания. Так, одной из характеристик обслуживающей системы является время пребывания требования в очереди. Очевидно, что это время можно сократить за счет увеличения количества обслуживающих устройств. Однако каждое дополнительное устройство требует определенных материальных затрат, при этом увеличивается время бездействия обслуживающего устройства из-за отсутствия требований на обслуживание, что также является негативным явлением. Следовательно, в теории СМО возникают задачи оптимизации: каким образом достичь определенного уровня обслуживания (максимального сокращения очереди или потерь требований) при минимальных затратах, связанных с простоем обслуживающих устройств.

1 ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
1.1 Классификация СМО и их основные элементы 
СМО классифицируются на разные группы в зависимости от состава и от времени пребывания в очереди до начала обслуживания, и от дисциплины обслуживания требований. По составу СМО бывают одноканальные (с одним обслуживающим устройством) и многоканальными (с большим числом обслуживающих устройств). Многоканальные системы могут состоять из обслуживающих устройств как одинаковой, так и разной производительности. По времени пребывания требований в очереди до начала обслуживания системы делятся на три группы: 
1) с неограниченным временем ожидания (с ожиданием);

2) с отказами; 
3) смешанного типа; 
В СМО с неограниченным временем ожидания очередное требование, застав все устройства занятыми, становится в очередь и ожидает обслуживания до тех пор, пока одно из устройств не освободится. В системах с отказами поступившее требование, застав все устройства занятыми, покидает систему. Классическим примером системы с отказами может служить работа автоматической телефонной станции. В системах смешанного типа поступившее требование, застав все (устройства занятыми, становятся в очередь и ожидают обслуживания в течение ограниченного времени). Не дождавшись обслуживания в установленное время, требование покидает систему. В системах с определенной дисциплиной обслуживания поступившее требование, застав все устройства занятыми, в зависимости от своего приоритета, либо обслуживается вне очереди, либо становится в очередь. Основными элементами СМО являются: входящий поток требований, очередь требований, обслуживающие устройства, (каналы) и выходящий поток требований. Изучение СМО начинается с анализа входящего потока требований. Входящий поток требований представляет собой совокупность требований, которые поступают в систему и нуждаются в обслуживании. Входящий поток требований изучается с целью установления закономерностей этого потока и дальнейшего улучшения качества обслуживания. В большинстве случаев входящий поток неуправляем и зависит от ряда случайных факторов. Число требований, поступающих в единицу времени, случайная величина. Случайной величиной является также интервал времени между соседними поступающими требованиями. Однако среднее количество требований, поступивших в единицу времени, и средний интервал времени между соседними поступающими требованиями предполагаются заданными. Среднее число требований, поступающих в систему обслуживания за единицу времени, называется интенсивностью поступления требований и определяется следующим соотношением:
где Т - среднее значение интервала между поступлением очередных требований. Для многих реальных процессов поток требований достаточно хорошо описывается законом распределения Пуассона. Такой поток называется простейшим. Простейший поток обладает такими важными свойствами: 
1) Свойством стационарности, которое выражает неизменность вероятностного режима потока по времени. Это значит, что число требований, поступающих в систему в равные промежутки времени, в среднем должно быть постоянным. Например, число вагонов, поступающих под погрузку в среднем в сутки должно быть одинаковым для различных периодов времени, к примеру, в начале и в конце декады. 
2) Отсутствия последействия, которое обуславливает взаимную независимость поступления того или иного числа требований на обслуживание в непересекающиеся промежутки времени. Это значит, что число требований, поступающих в данный отрезок времени, не зависит от числа требований, обслуженных в предыдущем промежутке времени. Например, число автомобилей, прибывших за материалами в десятый день месяца, не зависит от числа автомобилей, обслуженных в четвертый или любой другой предыдущий день данного месяца. 
3) Свойством ординарности, которое выражает практическую невозможность одновременного поступления двух или более требований (вероятность такого события неизмеримо мала по отношению к рассматриваемому промежутку времени, когда последний устремляют к нулю). При простейшем потоке требований распределение требований, поступающих в систему подчиняются закону распределения Пуассона: вероятность того, что в обслуживающую систему за время t поступит именно k требований:
где. - среднее число требований, поступивших на обслуживание в единицу времени. На практике условия простейшего потока не всегда строго выполняются. Часто имеет место нестационарность процесса (в различные часы дня и различные дни месяца поток требований может меняться, он может быть интенсивнее утром или в последние дни месяца). Существует также наличие последействия, когда количество требований на отпуск товаров в конце месяца зависит от их удовлетворения в начале месяца. Наблюдается и явление неоднородности, когда несколько клиентов одновременно пребывают на склад за материалами. Однако в целом пуассоновский закон распределения с достаточно высоким приближением отражает многие процессы массового обслуживания. Почему такое предположение в ряде важных случаев оказывается верным, дает ответ общая теорема А.Я.Хинчина, которая представляет исключительную теоретическую и практическую ценность. Эта теорема имеет место в случае, когда входящий поток можно представить в виде суммы большого числа независимых потоков, ни один из которых не является сравнимым по интенсивности со всем суммарным потоком. Приведем “не строгую” формулировку этой теоремы (полная формулировка и доказательство приведены в). Теорема (А.Я.Хинчин) Если входящий поток представляет собой сумму большого числа независимых между собой стационарных и ординарных потоков, каждый из которых вносит малый вклад в общую сумму, то при одном дополнительном условии аналитического характера (которое обычно выполняется на практике) поток близок к простейшему. Применение этой теоремы на практике можно продемонстрировать, на следующем примере: поток судов дальнего плавания в данный грузовой порт, связанный со многими портами мира, можно считать близким к простейшему. Это дает нам право считать поток прибытия судов в порт распределенным согласно процесса Пуассона. Кроме того, наличие пуассоновского потока требований можно определить статистической обработкой данных о поступлении требований на обслуживание. Одним из признаков закона распределения Пуассона является равенство математического ожидания случайной величины и дисперсии этой же величины, т.е. Одной из важнейших характеристик обслуживающих устройств, которая определяет пропускную способность всей системы, является время обслуживания. Время обслуживания одного требования ()- случайная величина, которая может изменятся в большом диапазоне. Она зависит от стабильности работы самих обслуживающих устройств, так и от различных параметров, поступающих в систему, требований (к примеру, различной грузоподъемности транспортных средств, поступающих под погрузку или выгрузку). Случайная величина полностью характеризуется законом распределения, который определяется на основе статистических испытаний. На практике чаще всего принимают гипотезу о показательном законе распределения времени обслуживания. Показательный закон распределения времени обслуживания имеет место тогда, когда плотность распределения резко убывает с возрастанием времени t. Например, когда основная масса требований обслуживается быстро, а продолжительное обслуживание встречается редко. Наличие показательного закона распределения времени обслуживания устанавливается на основе статистических наблюдений. При показательном законе распределения времени обслуживания вероятность события, что время обслуживания продлиться не более чем t, равна:
где v - интенсивность обслуживания одного требования одним обслуживающим устройством, которая определяется из соотношения: , (1) где - среднее время обслуживания одного требования одним обслуживающим устройством. Следует заметить, что если закон распределения времени обслуживания показательный, то при наличии нескольких обслуживающих устройств одинаковой мощности закон распределения времени обслуживания несколькими устройствами будет также показательным:
где n - количество обслуживающих устройств. Важным параметром СМО является коэффициент загрузки, который определяется как отношение интенсивности поступления требований к интенсивности обслуживания v. (2) где a - коэффициент загрузки; - интенсивность поступления требований в систему; v - интенсивность обслуживания одного требования одним обслуживающим устройством. Из (1) и (2) получаем, что - интенсивность поступления требований в систему в единицу времени, произведение показывает количество требований, поступающих в систему обслуживания за среднее время обслуживания одного требования одним устройством. Для СМО с ожиданием количество обслуживаемых устройств п должно быть строго больше коэффициента загрузки (требование установившегося или стационарного режима работы СМО) : . В противном случае число поступающих требований будет больше суммарной производительности всех обслуживающих устройств, и очередь будет неограниченно расти. Для СМО с отказами и смешанного типа это условие может быть ослаблено, для эффективной работы этих типов СМО достаточно потребовать, чтобы минимальное количество обслуживаемых устройств n было не меньше коэффициента загрузки 
1.2 Математическое описание СМО
Система массового обслуживания рассматривается как некоторая физическая система с дискретными состояниями, функционирующая при непрерывном времени. Это означает, что переход из одного дискретного состояния в другое может происходить в произвольный момент времени. Для того чтобы показать правила таких переходов, используют наглядную схему, называемую графом состояния. Удобно считать, что указанные переходы происходят под действием некоторых потоков событий. Для многих реальных процессов поток событий достаточно хоро​шо описывается законом распределения Пуассона. Такой поток называет​ся стационарным пуассоновским потоком или простейшим.

Простейший поток обладает следующими свойствами:

1. Стационарность - количественные характеристики потока (Интенсивность потока 
[image: image1.wmf])

(

t

l

 - среднее число событий, происходящих в единицу времени) не зависят от рассматриваемого временного участка. Это значит, что число заявок, поступающих в систему в равные промежутки времени, в среднем должно быть постоянным. Это поток постоянной интенсивности 
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2. Ординарность – события следуют по одиночке.  Это означает, что вероятность попадания на элементарный интервал 
[image: image3.wmf]t
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, примыкающий к моменту времени t, двух и более событий мала по сравнению с вероятностью попадания на него одного события (совпадение моментов времени, появления двух событий теоретически возможно, но маловероятно). 

3. Отсутствие последствия  - время поступления очередной заявки не зависит от времени поступления предыдущей заявки.


Если потоки – простейшие, то случайный процесс, протекающий в системе, описывается с помощью обыкновенных дифференциальных уравнений.

2 Понятие о задачах теории массового обслуживания
2.1 Основы математического аппарата анализа простейших СМО
Рассмотрим стационарный поток однородных заявок без последействия. Пусть Pk() вероятность появления k заявок в интервале времени . Эта вероятность зависит только от и не зависит от начала отсчета времени, от поступления заявок в предыдущих временных интервалах. Пусть к тому же поток является ординарным, т. е. Pk(dt) при k >1 бесконечно мала в сравнении с малым интервалом dt. Если обозначить через число заявок в единицу времени (интенсивность потока), то можно показать, что для такого простейшего потока 
[image: image51.png]




Формула (1) определяет распределение Пуассона. Для пуассоновского потока можно обнаружить, что промежутки времени T между поступлениями заявок распределены по экспоненциальному (показательному) закону 
[image: image52.png]P(t)=1-¢ Ht





(вероятность, что промежуток времени не превышает t). 

Естественно, что входной поток может описываться не только пуассоновским, но и другими распределениями (Эрланга, гиперэкспоненциальным и т.п.). 

Аналогичная ситуация имеет место и для выходного потока. Чаще всего используется показательный закон распределения времени обслуживания: 
[image: image53.png]Bl v/ 4, 1) =3 P(j, 00/ 4, 8) P(1, 142/ ], t47%).
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где  =1/tобс - интенсивность обслуживания (среднее число обслуживаний в единицу времени), tобс - среднее время обслуживания одной заявки. 
Пусть S - множество состояний системы и P(l, t+ / i, t) - вероятность того, что система, находившаяся в момент t в состоянии i, в момент t+ окажется в состоянии l. Для марковской системы (она привлекает нас отсутствием последействия) можно записать уравнения Чепмена-Колмогорова: 
[image: image54.png]P(t+9= T R(t)F(t)
ij=k





Если под состояниями понимать число заявок, то эти уравнения можно запи[image: image55.png]Fho(t)=- A Rpt)+u Bitt)
LP(t)=A Py(t)-{ A+ pu JBe(t)+ i Poas(t) e= 0



сать в виде:

Рассмотрим случай разомкнутой системы с простейшим входным потоком интенсивности  и одним каналом обслуживания с интенсивностью . 

Возьмем интервал времени [t, t+dt]. В силу разомкнутости системы множество состояний системы 

S = { S0, S1, S2, . . ., Sk, Sk+1, . . . },

где Sk - состояние, когда в системе находится k заявок 

Попробуем оценить вероятности перехода между состояниями с учетом, того, что вероятность появления заявки в этом интервале времени равна  dt и вероятность завершения обслуживания предшествующей заявки равна  dt . 

Очевидно, что вероятность перехода S0S1 равна  dt и вероятность перехода S1S0 равна 1 -  dt. Если в системе присутствовали k>0 заявок (состояние Sk), то для перехода в состояние Sk-1 необходимо, чтобы заявка была обслужена и не поступило новой заявки; отсюда вероятность перехода SkSk-1 равна
 dt (1 -  dt)   dt. Для перехода из состояния Sk в состояние Sk+1 необходимо, чтобы поступила новая заявка, но ни одна из ранее поступивших не была обслужена: вероятность перехода SkSk+1 равна
 dt(1-dt)   dt. Вероятность для системы остаться в том же состоянии составит 1 - (+)dt. 

Тогда из (5) имеем 
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При dt0 получаем дифференциальные уравнения состояний СМО: 
[image: image56.png]lim Bft) = =
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Решение (6) при заданных начальных условиях достаточно сложно (здесь можно использовать преобразование Лапласа или численное решение задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений большого порядка, но едва ли это посильно непрофессионалу). 

Ограничимся рассмотрением установившегося режима, признаком которого является существование предела 
[image: image57.png](A+p) B = APpp+ pPy,

k=1,

2,





В этом случае (6) приведется к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей коэффициентов 

P0 = P1
[image: image58.png]




Обозначив 
[image: image59.png]Po=1-pg




имеем 

P1=P0, P2=2P0, P3=3P0, P4=4P0, ..., Pk=kP0, ... ,

откуда с учетом 

P0 + P1 + P2 + P3 + ... + Pk+ ... = 1

получаем при  < 1 
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Тогда 
[image: image60.png]P=dPypu k=12,





и 
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Обратите внимание на требование  < 1. Если это требование нарушено, то ни о каком установившемся режиме не может быть речи: очередь растет неограниченно (средняя продолжительность обслуживания больше среднего интервала времени между заявками). 

Теперь обратимся к аналогичной замкнутой системе с числом заявок, не превышающим n. Здесь система уравнений (6) приведется к конечной системе 
[image: image62.png]






которая для установившегося режима дает конечную систему линейных [image: image63.png]


алгебраических уравнений 

Решение этой системы 
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дает 
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и 
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Полученные выше решения можно обобщить на случай многоканальных систем c ограниченным ожиданием. Так, если СМО имеет N однотипных каналов обслуживания (интенсивность обслуживания равна N), m мест в очереди и к тому же число n возможных заявок превышает N+m (в противном случае нет проблем), то возникает система 
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из которой получаем для установившегося режима 
[image: image67.png]


Решение этой системы дает 
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Умение найти значения Pk дает возможность отыскать и ряд основных характеристик СМО. 

2.2 Основные характеристики СМО

Значение P0 определяет вероятность того, что все каналы обслуживания свободны (находятся в состоянии простоя). 

Значение Pk определяет вероятность того, что в системе (в очереди и на обслуживании) находятся k заявок. Если k не превышает числа каналов N, то все заявки находятся на обслуживании и очередь отсутствует; в противном случае все каналы заняты и k-N заявок находится в очереди. 

Вероятность Pотк отказа в обслуживании определяется ситуацией занятости всех N каналов и всех m мест в очереди и равна PN+m. 

Среднее число занятых каналов Nзан определяется математическим ожиданием дискретной случайной величины [30]: 
[image: image70.png]Negos =N —Nagy




(мы опускаем здесь достаточно простые преобразования). 
[image: image71.png]Kopoem =Negos N



Среднее число свободных каналов 

Коэффициент простоя каналов 

[image: image72.png]
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Коэффициент занятости каналов 

Относительная пропускная способность (доля обслуженных заявок в общем числе поступавших в систему) определяется величиной 

[image: image74.png]



Абсолютная пропускная способность (среднее число заявок, обслуживаемых в единицу времени) определяется величиной 
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Средняя длина очереди [30]
[image: image76.png]=Noan + Lowey



 
Cреднее число заявок, находящихся в системе, складывается из средних значений занятости каналов и длины очереди 
[image: image77.png]Tongp = Lowgp/ A




Среднее время пребывания заявки в очереди равно 
[image: image78.png]





Общее время пребывания заявки в очереди будет складываться из Tочер и среднего времени обслуживания 

Полученные характеристики дают возможность анализа замкнутых и разомкнутых систем с отказами (m=0), с очередью или с ожиданием (m) при простейшем входном потоке и однотипных параллельных каналах обслуживания с показательным законом длительности обслуживания (в частности, с фиксированной длительностью). 

2.3 Примеры систем с ограниченной очередью

Пример 1. Пусть на аэродром самолеты прибывают с интенсивностью 27 самолетов в час, время приземления составляет 2 минуты, допускается нахождение над аэродромом не более m = 10 самолетов. Нужно определить число N посадочных полос, гарантирующее вероятность отказа, не превышающую 0.05, и среднее время ожидания, не превышающее 5 минут. 

Здесь =27,  = 30, =/ = 0.9. 

Отыскиваем вероятность простоя диспетчеров службы посадки (19): 

[image: image8.png]1
4 09N (09 /N)"
NNI (09/N)-T





Вероятность отказа в посадке равна 

[image: image9.png]P =Po 0.9 (NWON 1)




Cреднее время ожидания в воздухе согласно (28) и (26) 

[image: image10.png]



где 
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Выполняя арифметические действия при N=1, обнаруживаем, что 

[image: image12.png]Py

14, Py

0.04;, Lyygn:

0.045; Toyay





и что одной посадочной полосы при указанных условиях вполне достаточно. 

Пример 2. Пусть имеются станки, которые могут выходить из строя с частотой в среднем 2 раза за смену. Продолжительность ремонта одним оператором составляет около трех часов (оператор одновременно может ремонтировать лишь один станок и не переходит к другому, не отремонтировав предыдущий). Хотелось бы определить число операторов, при котором потери от простоя станков и оплаты лишнего числа операторов были бы минимальны. 

Такую замкнутую систему можно представить системой с N каналами (операторами) и очередью с m местами ожидания (совпадает с числом станков). Если известны потери Сп от простоя станка в течение часа и оплата Ср часа работы оператора, то при семичасовой смене задача сводится к нахождению значения N , которое минимизировало бы значение 

[image: image13.png]Oy T gyap+ Cp %7,




где Tочер определяется (26) и (28) при =2/7, =1/3, =/=6/7. 

Можно привести множество подобных задач для определения числа кассиров в универмаге, наилучшего с позиций минимума потерянных покупателей, для определения числа бригад грузчиков на железнодорожной станции, минимизирующего штраф за простой вагонов, для определения числа полос движения на проектируемой автомагистрали и т.п. 

2.4  Дисциплина ожидания и приоритеты

Выше мы рассматривали простейший поток однотипных заявок с дисциплиной выборки на обслуживание в порядке поступления. 

Можно показать, что и в случае случайного выбора на обслуживание по-лученные выше оценки не претерпят изменения, но их дисперсия (разброс относительно ожидаемой величины) возрастет. Очевидно, что среднее время сидения в очереди не изменится от того, что кто-то пройдет без очереди, но для отдельных клиентов время ожидания увеличится. Так отношение дисперсий времени ожидания в неупорядоченной и упорядоченной очереди имеет порядок (2+)/(2-), где =/ (мы обычно предпочитаем систему с жесткой дисциплиной обслуживания из-за предсказуемости ее поведения и всякое "возмущение" в ее работе отрицательно действует на нашу психику). 

Существует множество систем, в которых присутствует N>1 входных потоков с различной интенсивностью i(i = 1,..,N), время обслуживания заявок которых распределено по показательному закону с параметрами i. Здесь при условии пуассоновости входных потоков можно считать, что суммарный поток будет пуассоновским с интенсивностью [image: image14.png]


функция распределения времени обслуживания заявок суммарного потока в одноканальной системе 
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среднее время ожидания определяется формулой Полачека-Хинчина: 
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которая для данного случая дает [image: image17.png]


и в случае стационарности режима (RN < 1) 

[image: image18.png]



Определенный интерес представляют системы, где каждому входному потоку сопоставлено целое число k - показатель приоритета потока (наивысший приоритет определяется k=1). 

Если обслуживание заявки не прерывается ни при каких условиях и выбор на обслуживание происходит с учетом приоритета (при одинаковом приоритете выбирается первый пришедший в систему), то такая система называется системой с относительными приоритетами. 

Можно показать [30], что поскольку время ожидания заявки с приоритетом k складывается из времени завершения обработки требования, вошедшего в канал, времени обслуживания ранее поступивших требований приоритета от 1 до k-1 и ранее поступивших требований с приоритетом k, то его среднее значение равно 
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На этой основе можно определить среднюю длину очереди заявок k -го приоритета Lk = kWk и среднее число таких заявок в системе Lk+k. Показано [37], что введение приоритетов улучшает функционирование системы, если более высокое преимущество присваивается заявкам с меньшей длительностью обслуживания. Если учитывать стоимостные характеристики, то более высокое преимущество предоставляется заявкам с большим значением Сkk, где Сk - средняя стоимость ожидания. 
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Существуют системы с абсолютными приоритетами, где появление заявки более высокого уровня прерывает обслуживание текущей заявки, которая вернется в очередь и потом снова поступит на обслуживание с места прерывания (или с начала). Здесь среднее время ожидания заявки с приоритетом k 
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В [30] рекомендуется для минимизации затрат на пребывание заявок в очереди в системах с относительными и абсолютными приоритетами, равных 

[image: image22.png]o
b= @k,





где k - издержки на ожидание заявки k -го приоритета в единицу времени, более высокий приоритет давать заявкам с наибольшим значением k k. 

Исключительно сложно установить разумные приоритеты в случае многофазных систем, где заявка проходит обслуживание в нескольких последовательных подсистемах [37, 38]. Здесь относительно простые выводы удается сделать лишь для случая двух подсистем, и для получения выводов для более сложных систем приходится прибегать к моделированию. 

2.5 Моделирование систем массового обслуживания и метод Монте-Карло
До сих пор мы рассматривали системы, для которых удавалось описать результаты обследования в аналитическом виде. Однако, многие реальные системы (многофазные, c оригинальными приоритетами, с признаками нестационарности, c непуассоновскими входными потоками, с непоказательным распределением длительности обслуживания и т.д.) не поддаются такому решению. 

Cуть математического моделирования системы заключается в следующем. 

Время функционирования системы разделяется на достаточно большое количество подинтервалов (единиц времени, в течение которых не может возникнуть более одной заявки или завершиться выполнение более одной заявки). Для каждого такого подинтервала последовательно моделируется факт появления новой заявки (да/нет), проверяется наличие свободного канала (закончено ли обслуживание какой-то заявки) и загрузка его заявкой из очереди, проверяется наличие мест в очереди с последующим выводом (принять в очередь/отказать в обслуживании) и т.д. При этом фиксируется число отказов, время ожидания заявок в очереди и в системе вообще, число заявок в очереди в каждый момент и другие значения, которые позволяют найти вероятность отказа, распределение времени ожидания и среднее время, вероятность простоя каналов и т.п. Для надежности выводов такое разовое моделирование повторяется достаточно много раз. 

Очевидно, что ни о каком ручном моделировании не может быть речи (объем работы здесь слишком велик для нормального индивида). Здесь приходится использовать компьютер с встроенным или программным датчиком псевдослучайных чисел с равномерным законом распределения в интервале от 0 до 1. Псевдослучайные числа получаются по какому-то алгоритму, но в совокупности подчиняются всем законам проверки на случайность (мы не останавливаемся на методах их получения, так как есть отличные программные датчики во всех системах программирования). 

В процессе моделирования возникает необходимость генерации случайных чисел с законом распределения, отличным от вышеуказанного. 

Пусть R - случайные числа с равномерным законом распределения в [0,1] и X - создаваемые случайные числа с плотностью распределения p(X). Между ними можно установить соотношение [39] 
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Так для показательного распределения p(X)=exp(-x) для X>0 легко установить, что X= -ln(1-R)/. Для равномерного распределения в [a,b] c очевидностью X=a+(b-a)R. Получение дискретных случайных чисел сводится к поиску наименьшего значения X, при котором 

[image: image24.png]



Если взятие интеграла и представление X через R составит затруднение, можно воспользоваться методом Неймана. Здесь при неограниченности области значений X усекаем ее до некоторого интервала [a,b]; например для нормального распределения концы интервала берем отстоящими от среднего на 3-4 стандартных отклонения. Затем генерируется пара случайных чисел R1 и R2; если [image: image25.png]


то берем X=a+(b-a)R2 и в противном случае берем следующую пару случайных чисел. 

Таким путем мы можем моделировать интервалы времени между заявками входного потока, продолжительность обслуживания заявки, вероятность выхода канала из строя и т.п. 

Вопрос о числе N отдельных реализаций системы решается на основе закона больших чисел [30] и вывода о том, что погрешность оценок имеет порядок [image: image26.png]



Cуществуют многочисленные примеры успешного моделирования вполне реальных СМО (см. библиографию [37]). 

Описанный подход к поиску характеристик сложной системы называют методом статистических испытаний (методом Монте-Карло), который обычно используют там, где другие методы терпят фиаско (моделирование сложных систем, вычисление интегралов кратности 10 и выше, поиск экстремумов функций с очень большим числом переменных и др.). 

3 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Туристическая фирма обслуживает клиентов по телефону, имеющему разветвление на n линии. Проведенные исследования показали, что в среднем за один час работы поступает λ запросов. Среднее время переговоров референтов фирмы с клиентом по телефону составляет t мин. Переговоры, продолжительностью в одну минуту приносят фирме прибыль в C1 рублей.

Содержание одной телефонной линии в час составляет C2 рублей. Содержание телефонной линии в час определяется из расходов на абонентскую плату за телефон и заработной платы референтов. 

Определить количество телефонных линий, при котором фирма минимизирует затраты на содержание службы. 

Таблица 1.

Исходные данные
	n
	λ, звонков в час
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	C1, руб за мин
	C2, руб

	4
	100
	2,5
	10
	150


Задан тип системы, ее технические параметры и параметры экономической эффективности необходимо определить следующие показатели эффективности:

· абсолютную и относительную пропускную способность системы;

· вероятность простоя системы;
· среднее время полной загрузки системы;

· среднее число занятых каналов обслуживанием;
· коэффициент загрузки системы;
· затраты на содержание службы.

Данные показатели эффективности позволяют сформулировать требования к системе с двух противоположных точек зрений. Для того чтобы оценить систему с точки зрения потребителя система используют такие показатели, как максимальная пропускная способность системы и.т.д. Для анализа системы с точки зрения эффективности ее эксплуатации используются: максимальный коэффициент загрузки системы, минимальные затраты на содержание службы. Необходимо провести сравнение показателей это позволит определить оптимальные параметры системы; и рекомендовать наилучший вариант структуры системы. 
Решение
Расчет показателей обслуживания для n = 4 -канальной СМО:

1. Интенсивность обслуживания 
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, т.е 24 из 100 заявок в час обслуживаются

2. Интенсивность нагрузки 
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- среднее число заявок, поступающих в систему за среднее время обслуживания одной заявки в одном канале

3. Доля времени простоя каналов – 
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Следовательно, 2,6% в течение часа телефон будет не занят.

Эффективность с точки зрения потребителя
Для клиента наиболее существенными являются такие показатели как. 

1) Вероятность отказа в обслуживании - доля заявок, не дозвонившихся в час, равна:
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Значит, 33% из числа заявок, не дозвонившихся в час. 

2) Вероятность обслуживания поступающих заявок составит:
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следовательно, 67% из числа поступивших заявок будут обслужены. 

Эффективность данной системы с точки зрения ее эксплуатации.

1) Среднее число каналов, занятых обслуживанием, равно: 
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 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf]8
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, соответственно число свободных каналов 
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2) Коэффициент занятости каналов обслуживанием: 
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Следовательно, телефон на 70% занят обслуживанием.

3) Абсолютная пропускная способность системы: 
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Очевидно, такая СМО с 4 каналами будет плохо справляться с обслуживанием заявок, поскольку потеря поступающих на переговоры заявок составляет 35%, вероятность обслуживания - 67 %, кроме того, пропускная способность системы: 67 заявок в час из 100 поступивших. Следовательно, необходимо увеличить число каналов. Для определения оптимальной величины проведем аналогичные вычисления для n = 3, 5, 6, 7, 8 а полученные результаты запишем в табл. 2.

Экономическая эффективность системы

В процессе решения необходимо раскрыть взаимосвязи экономических показателей СМО, которые связаны с издержками обращения Сио и с издержками собственно заявок Сип, поступающих на обслуживание. Издержками обращения Сио, определяются числом занятых обслуживания каналов, затратами на содержание СМО, интенсивностью обслуживания, степенью загрузки каналов, эффективностью их использования, пропускной способностью СМО и др. Издержки собственно заявок Сип, поступающих на обслуживание, образуют входящий поток, ощущают эффективность обслуживания и связаны с такими показателями, вероятность отказа в обслуживании, время пребывания заявки в СМО и др.

Эти показатели противоречивы в том смысле, что улучшение одних показателей, например уменьшение вероятности отказа в обслуживании путем увеличения числа каналов обслуживания, связано с ухудшением показателей другой группы, поскольку это может привести к увеличению, затрат на их содержание и т.д. 

В связи с этим при формализации задач обслуживания вполне естественно стремление построить СМО таким образом, чтобы установить разумный компромисс между показателями собственно заявок и полнотой использования возможностей системы. С этой целью необходимо выбрать обобщенный показатель эффективности СМО - критерий экономической эффективности, включающий как издержки обращения Сио, так и издержки заявок Сип, которые будут иметь оптимальное значение при минимуме общих затрат С.

 На этом основании целевую функцию задачи можно записать так:

C = (Cио + Cип)min






(7)
Поскольку издержки обращения включают затраты, связанные с эксплуатацией СМО и простоем каналов обслуживания, а издержки заявок включают потери, связанные с уходом необслуженных заявок, тогда целевую функцию можно переписать с учетом этих показателей таким образом:

С =
Спр n0 + С2(nз  + Cнз(с min,




(8)
где    С2(nз      -  потери от эксплуатации оборудования в единицу времени,

Спр n0 -  потери от простоя оборудования в единицу времени,

          Cнз (с   - потери от не дозвонившихся в фирму в единицу времени

Т.к. в условии задачи дано, что для эксплуатация телефонной линии в час необходима сумма равная С1  и в нее входят только расходы на абонентскую плату за телефон и заработная плата референтов, то стоимости простоя канала в единицу времени будет так же равна С1.

Сумма убытков от не дозвонившихся в фирму в единицу времени рассчитывается исходя из  прибыли за обслуживание в течении одной минуты. Обслуживание одной заявки приносит прибыль 
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 заявок. Прибыль которую фирма не получила будет являться убытками от  не дозвонившихся клиентов: 
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Результаты расчета затрат на содержание телефонной службы при варьируемом параметре системы n =  3, 4, 5, 6, 7 приведены в табл. 2.
Таблица 2.
	 n
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	 P0
	0,039
	0,026
	0,02
	0,0177
	0,0165
	0,0159

	 Ротк
	0,47
	0,33
	0,214
	0,13
	0,07
	0,036

	 Робс
	0,53
	0,67
	0,786
	0,87
	0,93
	0,964

	 nз
	2,23
	2,8
	3,28
	3,63
	3,87
	4,02

	 kз
	0,74
	0,7
	0,66
	0,60
	0,55
	0,5
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	53
	67
	78,6
	87
	93
	96,4

	 Сmin 
	1613,57
	1416,29
	1284,74
	1223,32
	1228,69
	1289,73


При анализе результатов можно установить, что относительно технических характеристик системы оптимальное число телефонных номеров составляет 7 телефонных аппаратов, поскольку в этом случае доля обслуженных заявок составит 93% и только 7% заявок получат отказ, а абсолютная пропускная способность СМО составит 93 заявки в час. Эти показатели в интересах абонента, а если посмотреть эффективность эксплуатации системы, то эффективность использования оборудования не высокая - коэффициент загрузки системы 0,55. С точки зрения экономических показателей, из таблицы 2 можем проследить, что зависимость затрат на содержание службы от количества телефонов прямопропорциональна (при увеличении количества телефонов, затраты на содержание телефонной службы так же увеличиваются, за счет увеличения издержек обращения).  Таким образом,  для определения оптимального  числа телефонных линий  n( , необходимо найти компромисс между техническими характеристиками и экономическими показателями.  
На основе полученных результатов и критерия эффективности устанавливаем, что оптимальное число телефонных номеров составляет 6 телефонных аппаратов.

При изменении критерия эффективности, например уровень культуры обслуживания абонентов и введении дополнительных ограничений, например, по затратам на приобретение, установку телефонов и т.д., установленная величина телефонных номеров может измениться.
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