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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èíôîðìàöèè � íàóêà ñ òî÷íî èçâåñòíîé äàòîé ðîæäåíèÿ. Åå ïîÿâ-
ëåíèå íà ñâåò ñâÿçûâàþò ñ îïóáëèêîâàíèåì Êëîäîì Øåííîíîì ðàáîòû
�Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâÿçè� â 1948 ã. [21]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ Øåííî-
íà, òåîðèÿ èíôîðìàöèè � ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñâÿçè. Ïîýòîìó
êðóã çàäà÷ òåîðèè èíôîðìàöèè ìû ïîÿñíèì ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåííîé
íà ðèñ.1. ñòðóêòóðíîé ñõåìû òèïè÷íîé ñèñòåìû ïåðåäà÷è èëè õðàíåíèÿ
èíôîðìàöèè. Â ýòîé ñõåìå ïîä èñòî÷íèêîì ïîíèìàåòñÿ ëþáîå óñòðîéñòâî
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Ðèñ. 1: Áëîê-ñõåìà ñèñòåìû ñâÿçè.

èëè îáúåêò æèâîé ïðèðîäû, ïîðîæäàþùèå ñîîáùåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû
áûòü ïåðåìåùåíû â ïðîñòðàíñòâå èëè âî âðåìåíè. Ýòî ìîæåò áûòü êëà-
âèàòóðà êîìïüþòåðà, ÷åëîâåê, àíàëîãîâûé âûõîä âèäåîêàìåðû è ò. ï.
Ïîñêîëüêó, íåçàâèñèìî îò èçíà÷àëüíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû, âñå ïîä-
ëåæàùèå ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ îáû÷íî ïðåîáðàçóåòñÿ â ôîðìó ýëåêòðè-
÷åñêèõ ñèãíàëîâ, èìåííî òàêèå ñèãíàëû ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
âûõîä èñòî÷íèêà.

Öåëü êîäåðà èñòî÷íèêà � ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèè â íàèáîëåå êîì-
ïàêòíîé ôîðìå. Ýòî íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíî
èñïîëüçîâàòü ðåñóðñû êàíàëà ñâÿçè ëèáî çàïîìèíàþùåãî óñòðîéñòâà.

Äàëåå ñëåäóåò êîäåð êàíàëà, çàäà÷åé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáðàáîòêà
èíôîðìàöèè ñ öåëüþ çàùèòû ñîîáùåíèé îò ïîìåõ ïðè ïåðåäà÷å ïî êà-
íàëó ñâÿçè ëèáî âîçìîæíûõ èñêàæåíèé ïðè õðàíåíèè èíôîðìàöèè. Ìî-
äóëÿòîð ñëóæèò äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîáùåíèé, ôîðìèðóåìûõ êîäåðîì
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2 Ââåäåíèå

êàíàëà, â ñèãíàëû, ñîãëàñîâàííûå ñ ôèçè÷åñêîé ïðèðîäîé êàíàëà ñâÿçè
èëè ñðåäîé íàêîïèòåëÿ èíôîðìàöèè.

Îñòàëüíûå áëîêè, ðàñïîëîæåííûå íà ïðèåìíîé ñòîðîíå, âûïîëíÿþò
îáðàòíûå îïåðàöèè è ïðåäîñòàâëÿþò ïîëó÷àòåëþ èíôîðìàöèþ â óäîáíîì
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ âèäå.

Èòàê, â òåîðèè èíôîðìàöèè ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:

• Êîäèðîâàíèå äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ.Èíîãäà ýòó ÷àñòü òåîðèè èí-
ôîðìàöèè íàçûâàþò êîäèðîâàíèåì áåç ïîòåðü, êîäèðîâàíèåì äëÿ
êàíàëà áåç øóìà, ñæàòèåì èíôîðìàöèè.

• Êîäèðîâàíèå èíôîðìàöèè äëÿ ïåðåäà÷è ïî êàíàëó ñ øóìîì. Ðå÷ü
èäåò î çàùèòå èíôîðìàöèè îò ïîìåõ â êàíàëàõ ñâÿçè.

• Êîäèðîâàíèå ñ çàäàííûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà. Â íåêîòîðûõ ñèñòå-
ìàõ ñâÿçè èñêàæåíèÿ èíôîðìàöèè äîïóñòèìû. Áîëåå òîãî, èíôîð-
ìàöèÿ àíàëîãîâûõ èñòî÷íèêîâ âîîáùå íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íà â öèôðîâîé ôîðìå áåç èñêàæåíèé. Â äàííîì ðàçäåëå ðå÷ü èäåò
î ìåòîäàõ êîäèðîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ íàèëó÷øèé êîìïðîìèññ
ìåæäó êà÷åñòâîì (îöåíèâàåìûì íåêîòîðîé îáúåêòèâíîé ìåðîé èñ-
êàæåíèÿ) è çàòðàòàìè íà ïåðåäà÷ó èíôîðìàöèè. Ñåãîäíÿ çàäà÷è
òàêîãî òèïà ñòàëè îñîáåííî àêòóàëüíû, ïîñêîëüêó îíè íàõîäÿò øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå äëÿ öèôðîâîé ïåðåäà÷è ðå÷è, âèäåî- è àóäèîèí-
ôîðìàöèè.

• Êîäèðîâàíèå èíôîðìàöèè äëÿ ñèñòåì ñî ìíîãèìè ïîëüçîâàòåëÿ-
ìè. Çäåñü îáñóæäàåòñÿ îïòèìàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå àáîíåíòîâ, èñ-
ïîëüçóþùèõ êàêîé-ëèáî îáùèé ðåñóðñ, íàïðèìåð, êàíàë ñâÿçè Ïðè-
ìåðû ñèñòåì ñ ìíîæåñòâåííûì äîñòóïîì � ñèñòåìû ìîáèëüíîé ñâÿ-
çè, ëîêàëüíûå ñåòè ÝÂÌ.

• Ñåêðåòíàÿ ñâÿçü, ñèñòåìû çàùèòû èíôîðìàöèè îò íåñàíêöèî-
íèðîâàííîãî äîñòóïà. Çäåñü òàêæå ìîæíî óêàçàòü øèðîêèé êðóã
àêòóàëüíûõ çàäà÷, ëåæàùèõ íà ñòûêå òåîðèè èíôîðìàöèè, òåîðèè
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé,
òåîðèè ÷èñåë.

Èç ïåðå÷èñëåííûõ ðàçäåëîâ â äàííîì ïîñîáèè êðàòêî ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïåðâûå òðè.



Ãëàâà 1

Èçìåðåíèå èíôîðìàöèè
äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ
1.1 Èçìåðåíèå èíôîðìàöèè. Ñîáñòâåííàÿ

èíôîðìàöèÿ
Ðàçóìíîé ìåðîé èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ñîîáùåíèè ÿâëÿåòñÿ ìåðà,
ìîíîòîííî ñâÿçàííàÿ ñ çàòðàòàìè íà ïåðåäà÷ó ñîîáùåíèÿ.

Óñëîâèìñÿ î òîì, ÷òî ñîîáùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå ñî-
áûòèÿ. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ïðîèçâîëüíîå äèñêðåòíîå ìíî-
æåñòâî X è êàæäîé áóêâå x ∈ X ïðèïèøåì âåðîÿòíîñòü p(x).

Ñôîðìóëèðóåì òðåáîâàíèÿ ê íåêîòîðîé ìåðå µ(x), îïðåäåëåííîé äëÿ
âñåõ x ∈ X, êîòîðóþ ñëåäóåò ïðèíÿòü êàê ìåðó èíôîðìàöèè, ñîäåðæà-
ùåéñÿ â ñîîáùåíèÿõ àíñàìáëÿ X = {x, p(x)}.

• Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà ìåðà áóäåò îïðåäåëÿòü çàòðà-
òû, ñâÿçàííûå ñ ïåðåäà÷åé èëè õðàíåíèåì ñîîáùåíèé, ìåðà äîëæíà
áûòü íåîòðèöàòåëüíîé.

• Ïîñêîëüêó äëÿ íàñ íåñóùåñòâåííî, êàêèì îáðàçîì áóäóò èíòåðïðå-
òèðîâàíû è èñïîëüçîâàíû ïåðåäàâàåìûå ñîîáùåíèÿ, ìåðà äîëæíà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñîîáùåíèÿ. Ïîýòîìó âìå-
ñòî µ(x) áóäåì ïèñàòü µ(p(x)).

• Óñòàíîâèì õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ìåðû îò âåðîÿòíîñòè ñîîáùåíèé.
Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî èç äâóõ ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîîáùåíèé è
ñòîèò çàäà÷à êîäèðîâàíèÿ ñîîáùåíèé ýòîãî ìíîæåñòâà äâîè÷íûìè
ñèìâîëàìè àëôàâèòà A = {0, 1}. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî íåïëîõîé
ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñîïîñòàâèòü îäíîìó èç
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4 1. Èçìåðåíèå èíôîðìàöèè äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ

ñîîáùåíèé ñèìâîë 0, äðóãîìó � ñèìâîë 1. Òî÷íî òàêæå äëÿ êîäè-
ðîâàíèÿ 4 ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîîáùåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè äëèíû 2, äëÿ 8 ñîîáùåíèé � äëèíû 3 è ò.ä. Â ýòèõ
ïðèìåðàõ âåðîÿòíîñòÿì 1/2, 1/4, 1/8,... ñîîòâåòñòâîâàëè çàòðàòû
íà ïåðåäà÷ó ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî 1, 2, 3,... åäèíèöàì èíôîðìà-
öèîííîé ìåðû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçóìíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìåðà
èíôîðìàöèè óäîâëåòâîðÿëà ñîîòíîøåíèþ µ(pm) = mµ(p).

• Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé x1, ..., xn, âûáèðàåìûõ
íåçàâèñèìî èç îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà X ñ îäíèì è òåì æå
ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé {p(x)}. Èç ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñè-
ìîñòè ñîîáùåíèé ñëåäóåò, ÷òî çíàíèå ïðåäûäóùèõ ñîîáùåíèé íå
ïîìîãàåò ïðåäóãàäàòü, êàêèìè áóäóò ñëåäóþùèå. Ïîýòîìó çàòðàòû
íà ïåðåäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñêëàäûâàþòñÿ èç çàòðàò íà ïåðå-
äà÷ó êàæäîãî îòäåëüíîãî ñîîáùåíèÿ. Ïîëó÷àåì åùå îäíî ðàçóìíîå
òðåáîâàíèå ê èíôîðìàöèîííîé ìåðå:

µ(x1, ..., xn) = µ(x1) + ... + µ(xn)

äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîîáùåíèé x1, ..., xn.

Ïåðå÷èñëåííûå òðåáîâàíèÿ ê èíôîðìàöèîííîé ìåðå ïðèâîäÿò íàñ ê
ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Ñîáñòâåííîé èíôîðìàöèåé I(x) ñîîáùåíèÿ x, âûáèðàåìîãî èç äèñ-
êðåòíîãî àíñàìáëÿ X = {x, p(x)}, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, âû÷èñëÿåìàÿ
ïî ôîðìóëå

I(x) = − log p(x). (1.1)
Â ýòîé ôîðìóëå íå óêàçàíî îñíîâàíèå ëîãàðèôìà. Ìû è äàëüøå íå

áóäåì åãî óêàçûâàòü, âñÿêèé ðàç ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ëîãàðèôìû âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2, åñëè íå îãîâîðåíî äðóãîå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
èçìåðåíèþ èíôîðìàöèè â áèòàõ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé èíôîðìàöèè è ñâîéñòâ ëîãàðèôìà íåïî-
ñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñîáñòâåííîé èíôîðìàöèè.

• Íåîòðèöàòåëüíîñòü: I(x) ≥ 0, x ∈ X.

• Ìîíîòîííîñòü: åñëè x1, x2 ∈ X, p(x1) ≥ p(x2), òî I(x1) ≤ I(x2)

• Àääèòèâíîñòü. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîîáùåíèé x1, ..., xn èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

I(x1, ..., xn) =
n∑

i=1

I(xi).
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Ïðèìåð 1.1.1 Ïóñòü X = {a, b, c, d} è âåðîÿòíîñòè áóêâ ðàâíû p(a) =
1/2, p(b) = 1/4, p(c) = p(d) = 1/8. Òîãäà ñîáñòâåííûå èíôîðìàöèåé áóêâ
ðàâíû I(a) = 1, I(b) = 2, I(c) = I(d) = 3 áèò. Ëåãêî óêàçàòü ñïîñîá
êîäèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì íà êàæäóþ áóêâó áóäåò çàòðà÷åíî ïî äâà áè-
òà. Íàøà ìåðà èíôîðìàöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå áóêâû íåñóò
ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, è, ìîæåò áûòü, ðàçóìíåå òðàòèòü
ðàçëè÷íîå ÷èñëî áèò íà ïåðåäà÷ó ðàçëè÷íûõ áóêâ (êàê â àçáóêå Ìîðçå).
Ïîçæå ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó ïðèìåðó è ïðîâåðèì íàøå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðèìåð 1.1.2 Ïóñòü X = {a, b} è âåðîÿòíîñòè áóêâ ðàâíû p(a) = 0.05,
p(b) = 0.95. Òîãäà I(a) = 4, 322, I(b) = 0, 216. Ìû ïîëó÷èëè äðîáíûå
÷èñëà. Áîëåå òîãî, ïåðåäà÷à îäíîãî èç äâóõ ñèìâîëîâ ìîæåò ïîòðåáîâàòü
áîëüøå 4 áèò èíôîðìàöèè! Íà âòîðîé ñèìâîë ïðåäëàãàåòñÿ òðàòèòü ïðè-
ìåðíî 1/5 áèòà. Ýòî, íà ïåðâûé âçãëÿä, êàæåòñÿ íåâîçìîæíûì. Îäíàêî,
êàê ìû óâèäèì ïîçæå, òðàòèòü öåëûé áèò íà ïåðåäà÷ó êàæäîé áóêâû
ðàññìàòðèâàåìîãî èñòî÷íèêà � íåïîçâîëèòåëüíàÿ ðîñêîøü.

1.2 Ýíòðîïèÿ
Îïðåäåëåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìåðà èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåé-
ñÿ â ñîîáùåíèè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Ñîáñòâåííàÿ
èíôîðìàöèÿ ñîîáùåíèÿ x äèñêðåòíîãî àíñàìáëÿ X = {x, p(x)} õàðàê-
òåðèçóåò �èíôîðìàòèâíîñòü� èëè �ñòåïåíü íåîæèäàííîñòè� êîíêðåòíîãî
ñîîáùåíèÿ. Åñòåñòâåííî, ñðåäíåå çíà÷åíèå èëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ýòîé âåëè÷èíû ïî àíñàìáëþ X = {x, p(x)} áóäåò õàðàêòåðèñòèêîé
èíôîðìàòèâíîñòè âñåãî àíñàìáëÿ.

Ýíòðîïèåé äèñêðåòíîãî àíñàìáëÿ X = {x, p(x)} íàçûâàåòñÿ âåëè-
÷èíà

H(X) = M [− log p(x)] = −
∑

x∈X

p(x) log p(x) .

Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ýíòðîïèþ êàê êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó àïðè-
îðíîé íåîñâåäîìëåííîñòè î òîì, êàêîå èç ñîîáùåíèé áóäåò ïîðîæäåíî
èñòî÷íèêîì. ×àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íåîïðåäåëåí-
íîñòè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ýíòðîïèè. Ýòè ñâîéñòâà ïðîÿñíÿþò
ñìûñë ïîíÿòèÿ ýíòðîïèè è ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü åå, íå âûïîëíÿÿ òî÷íûõ
âû÷èñëåíèé.

Ñâîéñòâî 1.2.1 H(X) ≥ 0.

Ñâîéñòâî 1.2.2 H(X) ≤ log |X| . Ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíòû àíñàìáëÿ X ðàâíîâåðîÿòíû.
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Ñâîéñòâî 1.2.3 Åñëè äëÿ äâóõ àíñàìáëåé X è Y ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèíàêîâûå íàáîðû ÷èñåë (îòëè÷àþùèåñÿ
òîëüêî ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ), òî H(X) = H(Y ).

Ñâîéñòâî 1.2.4 Åñëè àíñàìáëè X è Y íåçàâèñèìû, òî
H(XY ) = H(X) + H(Y ).

Ñâîéñòâî 1.2.5 Ýíòðîïèÿ � âûïóêëàÿ ∩ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé íà ýëåìåíòàõ àíñàìáëÿ X.
Ñâîéñòâî 1.2.6 Ïóñòü X = {x, p(x)} è A ⊆ X. Ââåäåì àíñàìáëü X ′ =
{x, p′(x)}, çàäàâ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé p′(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì

p′(x) =

{
P (A)
|A| , x ∈ A,

p(x), x /∈ A.

Òîãäà H(X ′) ≥ H(X). Èíûìè ñëîâàìè, �âûðàâíèâàíèå� âåðîÿòíî-
ñòåé ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ýíòðîïèè.
Ñâîéñòâî 1.2.7 Ïóñòü çàäàí àíñàìáëü X è íà ìíîæåñòâå åãî ýëåìåí-
òîâ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ g(x). Ââåäåì àíñàìáëü Y = {y = g(x)}. Òîãäà
H(Y ) ≤ H(X). Ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêöèÿ g(x) îáðàòèìà.

Ñìûñë ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáðàáîòêà èíôîð-
ìàöèè íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ýíòðîïèè.

Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ 1.2.1, 1.2.3 è 1.2.4 ìû îïóñêàåì êàê î÷åíü
ïðîñòîå óïðàæíåíèå äëÿ ÷èòàòåëÿ. Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ 1.2.5 è 1.2.6
áóäóò äàíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 1.2.7 îò-
ëîæèì äî çíàêîìñòâà ñ ïîíÿòèåì óñëîâíîé ýíòðîïèè (ïàðàãðàô 1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 1.2.2
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé äîêàçûâàåìîãî íåðàâåí-

ñòâà:

H(X)− log |X| (a)
= −

∑

x∈X

p(x) log p(x)−
∑

x∈X

p(x) log |X| =

(b)
=

∑

x∈X

p(x) log
1

p(x)|X| ≤

(c)
≤ log e

[∑

x∈X

p(x)

(
1

p(x)|X| − 1

)]
=

= log e

(∑

x∈X

1

|X| −
∑

x∈X

p(x)

)
= 0 .
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Ïîÿñíèì ïðèâåäåííûå âûêëàäêè. Ïåðåõîä (a) îñíîâàí íà ñâîéñòâå
íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòåé, (b) � íà ñâîéñòâàõ ëîãàðèôìà. Ïåðåõîä (ñ)
èñïîëüçóåò õîðîøî èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî

ln x ≤ x− 1,

ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâó

log x ≤ (x− 1) log e. (1.2)

x−1

ln(x)

0 1

−1

Ðèñ. 1.1: Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íåðàâåíñòâà ln(x) ≤ x− 1

Ãðàôèêè ôóíêöèé ln x è (x−1) ïðèâåäåíû íà ðèñ.1.1. Èç ðèñóíêà âèäíî,
÷òî íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî â îäíîé òî÷êå x = 1.
Ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàâåí-
ñòâà áóäåò óñëîâèå p(x) = 1/|X|, x ∈ X. Ïîñëåäóþùèå ïåðåõîäû ñíîâà
èñïîëüçóþò óñëîâèå íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòåé. Èòàê, ðàçíîñòü îêàçàëàñü
íåîòðèöàòåëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâî 1.2.2 äîêàçàíî. ¤

Ïðèìåð 1.2.1 Ðàññìîòðèì äâîè÷íûé àíñàìáëü X = {0, 1}. Ïîëîæèì
p(1) = p, p(0) = 1− p = q. Ýíòðîïèÿ ýòîãî àíñàìáëÿ ðàâíà

H(X) = −p log p− q log q , η(p). (1.3)
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Ìû ââåëè ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå η(p) äëÿ ýíòðîïèè äâîè÷íîãî àíñàì-
áëÿ, â êîòîðîì îäèí èç ýëåìåíòîâ èìååò âåðîÿòíîñòü p. Ýòà ôóíêöèÿ áó-
äåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ. Ïîñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè η(p) îò p ïðè
p ∈ [0, 1]. Íà÷íåì ñ êðàéíèõ òî÷åê p = 0 è p = 1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü. Òåì íå ìåíåå, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïè-
òàëÿ, ëåãêî âû÷èñëèòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ η(p) ïðè p → 0 è p → 1.
Ïîëó÷èì η(0) = η(1) = 0. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî η(p) = η(1 − p), òî åñòü
ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè p = 1/2. Ýòî ìîæíî áûëî áû
òàêæå óòâåðæäàòü, îïèðàÿñü íà ñâîéñòâî ýíòðîïèè 1.2.3. ×òîáû íàéòè
ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè, ñëåäóåò âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè η(p).
Ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

η′(p) = − log p + log(1− p).

Òî÷êîé ýêñòðåìóìà îêàçûâàåòñÿ òî÷êà p = 1/2. Âû÷èñëÿÿ âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ

η′′(p) = − log e/p− log e/(1− p) < 0,

óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ýòî òî÷êà ìàêñèìóìà. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî
ïðåäñêàçàòü íà îñíîâå ñâîéñòâà 1.2.2. Êðîìå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñòðîãî îòðèöàòåëüíà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýíòðî-
ïèÿ äâîè÷íîãî àíñàìáëÿ � ñòðîãî âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà p.
Ãðàôèê ôóíêöèè η(p) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.1.2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

p

η(
p)

Ðèñ. 1.2: Ýíòðîïèÿ äâîè÷íîãî àíñàìáëÿ
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1.3 Âûïóêëûå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì ÿçûêå ðàçëè÷àþò âûïóêëûå è
âîãíóòûå ôóíêöèè. Â òåîðèè èíôîðìàöèè ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü ôóíêöèè
âûïóêëûå ââåðõ è ôóíêöèè âûïóêëûå âíèç. Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ êðàò-
êîñòè ïèøóò, ÷òî ôóíêöèÿ âûïóêëà ∩, à âî âòîðîì � ÷òî îíà âûïóêëà
∪.

Ìíîæåñòâî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè çàïèøåì â âèäå âåêòîðà. Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(x), îïðåäåëåííóþ äëÿ âñåõ âåêòîðîâ èç
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà R = {x}. Ñàìî ìíîæåñòâî R ìû ñ÷èòàåì ïîäìíî-
æåñòâîì m-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ ñ âåùåñòâåííûìè
êîìïîíåíòàìè.

Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ R âûïóêëî, åñëè äëÿ ëþáûõ
x, x′ ∈ R è ëþáîãî α ∈ [0, 1] âåêòîð y = αx + (1− α)x′ ïðèíàäëåæèò R.

Ïðèâåäåì âàæíûé äëÿ íàñ ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð âûïóêëîé îáëà-
ñòè.

Òåîðåìà 1.1 Ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ âåêòîðîâ äëèíû M âûïóê-
ëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîíåíòû âåðîÿòíîñòíûõ âåêòîðîâ
íåîòðèöàòåëüíû è ñóììà êîìïîíåíò ðàâíà 1. Áóäåì çàïèñûâàòü ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå X = {1, 2, . . . , M} â âèäå âåêòîðà èç
M ýëåìåíòîâ. Äëÿ äâóõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé p = (p1, ..., pM) è
p′ = (p′1, ..., p

′
M) è ïàðàìåòðà α ∈ [0, 1] ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

âèäà
q = αp + (1− α)p′.

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòîò âåêòîð òîæå ñòîõàñòè÷åñêèé. Âñå ýëåìåíòû
âåêòîðà q = (q1, ..., qM) íåîòðèöàòåëüíû, ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè èìå-
åì ñóììó äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåêòîðîâ. Ñóììà êîìïîíåíò âåêòîðà q
ðàâíà

M∑
i=1

qi = α
M∑
i=1

pi + (1− α)
M∑
i=1

p′i = α + 1− α = 1.

Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. ¤
Òåïåðü ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû êîíêðåòèçèðîâàòü ïîíÿòèå âûïóê-

ëîé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ f(x) âåêòîðíîãî àðãóìåíòà x, îïðåäåëåííàÿ íà
âûïóêëîé îáëàñòè R, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ∩ íà ýòîé îáëàñòè, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, x′ ∈ R è ëþáîãî α ∈ [0, 1] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

f(αx + (1− α)x′) ≥ αf(x) + (1− α)f(x′) . (1.4)
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè â (1.4) âîçìîæíî ðàâåíñòâî ïðè íåêîòîðûõ çíà-
÷åíèÿõ α ∈ (0, 1), ôóíêöèþ íàçûâàþò íåñòðîãî âûïóêëîé. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé. Âûïóêëîñòü îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè íóæíà äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (1.4)
èìåëî ñìûñë.

Ïîíÿòíî, ÷òî îïðåäåëåíèå ôóíêöèè âûïóêëîé ∪ ïîëó÷àåòñÿ èç (1.4)
èçìåíåíèåì çíàêà íåðàâåíñòâà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ìû â äàëüíåéøåì
ðàññìàòðèâàåì òîëüêî âûïóêëûå ∩ ôóíêöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåðåíîñ ðåçóëü-
òàòîâ íà âòîðîé ñëó÷àé íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.

 
 

2x  
1x  1 2(1 )x xα α+ −  

1( )f x  

2( )f x  

1 2( ) (1 ) ( )f x f xα α+ −  

1 2( (1 ) )f x xα α+ −  

x  

( )f x  

Ðèñ. 1.3: Îïðåäåëåíèå âûïóêëîé ôóíêöèè

Ðèñ.1.3 ïîÿñíÿåò ïîíÿòèå âûïóêëîé ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íà
ïðèìåðå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Èç ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðàâîé ÷àñòè (1.4) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
α ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè
(x1, f(x1)) è (x2, f(x2)). Ëåâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè íà êðèâîé. Èç
ðèñóíêà âèäíî, ÷òî

f(αx1 + (1− α)x2) ≥ αf(x1) + (1− α)f(x2),

è îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ õîðîøî ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ ïðèâû÷íûì ïîíÿòèåì âûïóêëîñòè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîé ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ ìå-
òîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ëåãêî âûâåñòè ñëåäóþùåå ñâîéñòâî âû-
ïóêëûõ ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 1.2 Ïóñòü f(x) � âûïóêëàÿ ∩ ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãó-
ìåíòà x, îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîé îáëàñòè R è ïóñòü êîíñòàíòû
α1, ..., αM ∈ [0, 1] òàêîâû, ÷òî

M∑
m=1

αm = 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x1, ..., xM ∈
R

f

(
M∑

m=1

αmxm

)
≥

M∑
m=1

αmf(xm). (1.5)

Ýòî ñâîéñòâî èìååò ñëåäóþùóþ âàæíóþ äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåíå-
íèÿ èíòåðïðåòàöèþ. Êîíñòàíòû αm, èñïîëüçîâàííûå â ôîðìóëèðîâêå
ýòîãî ñâîéñòâà, ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåêòîðîâ xm. Òîãäà ñóììû â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè (1.5) ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó-
÷àéíûé âåêòîð x ïðèíèìàåò çíà÷åíèå xm ñ âåðîÿòíîñòüþ αm. Ïîëó÷àåì
ïîëåçíîå íåðàâåíñòâî

f (M [x]) ≥ M [f(x)] . (1.6)

Èìåííî ýòî ïðîñòîå íåðàâåíñòâî, ÷àñòî íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâîì Éåíñå-
íà, â äàëüíåéøåì ñîêðàòèò âûêëàäêè, ñâÿçàííûå ñ àíàëèçîì èíôîðìàöè-
îííûõ õàðàêòåðèñòèê àëãîðèòìîâ êîäèðîâàíèÿ. Îäíàêî, ÷òîáû ïîëüçî-
âàòüñÿ èì, íóæíî áûòü óâåðåííûì, ÷òî ôóíêöèÿ âûïóêëà. Ïîýòîìó îñòà-
òîê ïàðàãðàôà ïîñâÿòèì âûâîäó ïðèçíàêîâ âûïóêëîñòè ôóíêöèé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ.

Â ôîðìóëèðîâêàõ ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé, âûòåêàþùèõ èç îïðåäå-
ëåíèÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ôóíêöèè îïðåäåëåíû
íà îäíîé è òîé æå âûïóêëîé îáëàñòè.

Ñâîéñòâî 1.3.1 Ñóììà âûïóêëûõ ôóíêöèé âûïóêëà.

Ñâîéñòâî 1.3.2 Ïðîèçâåäåíèå âûïóêëîé ôóíêöèè è ïîëîæèòåëüíîé
êîíñòàíòû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëóþ ôóíêöèþ.

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ýòèõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ åùå îäíî ñâîéñòâî.

Ñâîéñòâî 1.3.3 Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé ñ íåîòðè-
öàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî äîêàçàòü âûïóêëîñòü ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ ìîæíî, ïðåäñòàâèâ ôóíêöèþ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äðóãèõ
ôóíêöèé, âûïóêëîñòü êîòîðûõ äîêàçàòü ëåãêî. Åñëè, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ
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ïðåäñòàâëåíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé,
òî àíàëèç ñîñòàâëÿþùèõ ìîæíî âûïîëíèòü ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíûõ. Îïèðàÿñü íà ýòè ðåçóëüòàòû, äîêàæåì âûïóêëîñòü ýíòðîïèè
àíñàìáëÿ êàê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå åãî
ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 1.3 Ýíòðîïèÿ H(p) äèñêðåòíîãî àíñàìáëÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì
âåðîÿòíîñòåé p ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ∩ ôóíêöèåé àðãóìåíòà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâêà âîïðîñà î âû-
ïóêëîñòè ýíòðîïèè êîððåêòíà, ïîñêîëüêó åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âûïóê-
ëà â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 1.1, äîêàçàííîé âûøå. Ïî îïðåäåëåíèþ
ýíòðîïèè

H(p) = −
M∑

m=1

pm log pm =
M∑

m=1

fm(p). (1.7)

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå fm(p). Êàæäîå èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ðàâíà
−(log e)/pm è, ñëåäîâàòåëüíî, îòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ pm ∈ (0, 1). Òàêèì
îáðàçîì, ýíòðîïèÿ âûïóêëà â ñèëó ñâîéñòâà 1.3.3. Òåì ñàìûì òåîðåìà
äîêàçàíà. ¤

Çàìåòèì, ÷òî ñëàãàåìûå fm(p) â (1.7) � ñòðîãî âûïóêëûå ôóíêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýíòðîïèÿ òàêæå ñòðîãî âûïóêëà.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ìû ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ñâîéñòâ
âûïóêëûõ ôóíêöèé êàê èíñòðóìåíòà èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ èíôîðìàöè-
îííûõ ìåð. Äîêàæåì ñâîéñòâî ýíòðîïèè 1.2.6.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 1.2.6. Ïóñòü èìååòñÿ àíñàìáëü X, |X| =
M . Çàïèøåì âåðîÿòíîñòè áóêâ â âèäå âåêòîðà p = (p1, ..., pM). Äëÿ
ýíòðîïèè àíñàìáëÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå H(p). Äîêàæåì,
÷àñòíûé ñëó÷àé óòâåðæäåíèÿ, à èìåííî, äîêàæåì, ÷òî âûðàâíèâàíèå
âåðîÿòíîñòåé ïåðâîãî è âòîðîãî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X ïðèâîäèò ê
óâåëè÷åíèþ ýíòðîïèè. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæå-
ñòâà A ⊆ X îñòàâèì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Îáîçíà÷èì
p̃ = ((p1 + p2)/2, (p1 + p2)/2, p3, ..., pM) . Íóæíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

H(p̃) ≥ H(p). (1.8)

Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

p′ = p = (p1, p2, p3, ..., pM),

p′′ = (p2, p1, p3, ..., pM).
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Çàìåòèì, ÷òî ïî ñâîéñòâó ýíòðîïèè 1.2.3 äâà ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò îäè-
íàêîâóþ ýíòðîïèþ, ò.å. H(p′) = H(p′′) = H(p). Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
p̃ = (p′ + p′′)/2. Èç âûïóêëîñòè ýíòðîïèè ñëåäóåò, ÷òî

H(p̃) = H

(
p′ + p′′

2

)
≥

≥ 1

2
H(p′) +

1

2
H(p′′) = H(p).

¤

1.4 Óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü ñòàòèñòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñîîáùåíèé. Íàøà áëè-
æàéøàÿ öåëü � íàó÷èòüñÿ ïîäñ÷èòûâàòü èíôîðìàöèîííûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çàâèñèìûõ ñîîáùåíèé. Íà÷íåì ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èç äâóõ ñîîáùåíèé.

Ðàññìîòðèì àíñàìáëè X = {x} è Y = {y} è èõ ïðîèçâåäåíèå
XY = {(x, y), p(x, y)}. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî y ∈ Y ìîæíî ïî-
ñòðîèòü óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé p(x|y) íà ìíîæåñòâå X è
äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïîäñ÷èòàòü ñîáñòâåííóþ èíôîðìàöèþ

I(x|y) = − log p(x|y),

êîòîðóþ íàçûâàþò óñëîâíîé ñîáñòâåííîé èíôîðìàöèåé ñîîáùåíèÿ x ïðè
ôèêñèðîâàííîì y.

Ðàíåå ìû íàçâàëè ýíòðîïèåé àíñàìáëÿ X ñðåäíþþ èíôîðìàöèþ ñî-
îáùåíèé x ∈ X. Àíàëîãè÷íî, óñðåäíèâ óñëîâíóþ èíôîðìàöèþ I(x|y) ïî
x ∈ X, ïîëó÷èì âåëè÷èíó

H(X|y) = −
∑

x∈X

p(x|y) log p(x|y), (1.9)

íàçûâàåìóþ óñëîâíîé ýíòðîïèåé X ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ Y . Çàìå-
òèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè (1.9) èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü â ñëó÷àå, êî-
ãäà p(x|y) = 0. Â ïàðàãðàôå 1.3 îòìå÷àëîñü, ÷òî âûðàæåíèå âèäà z log z
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè z → 0 è íà ýòîì îñíîâàíèè ìû ñ÷èòàëè ðàâíûìè
íóëþ ñëàãàåìûå ýíòðîïèè, ñîîòâåòñòâóþùèå áóêâàì x âåðîÿòíîñòü êîòî-
ðûõ p(x) = 0. Òî÷íî òàêæå â (1.9) ìû ñ÷èòàåì ðàâíûìè íóëþ ñëàãàåìûå,
äëÿ êîòîðûõ p(x|y) = 0.
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Âíîâü ââåäåííàÿ ýíòðîïèÿ H(X|y) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîñêîëüêó
îíà çàâèñèò îò ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé y. ×òîáû ïîëó÷èòü íåñëó÷àéíóþ
èíôîðìàöèîííóþ õàðàêòåðèñòèêó ïàðû âåðîÿòíîñòíûõ àíñàìáëåé, íóæ-
íî âûïîëíèòü óñðåäíåíèå â (1.9) ïî âñåì çíà÷åíèÿì y. Âåëè÷èíà

H(X|Y ) = −
∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y) log p(x|y)

íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé ýíòðîïèåé àíñàìáëÿ X ïðè ôèêñèðîâàííîì àíñàì-
áëå Y . Îòìåòèì ðÿä ñâîéñòâ óñëîâíîé ýíòðîïèè.

Ñâîéñòâî 1.4.1
H(X|Y ) ≥ 0.

Ñâîéñòâî 1.4.2
H(X|Y ) ≤ H(X),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
àíñàìáëè X è Y íåçàâèñèìû.

Ñâîéñòâî 1.4.3

H(XY ) = H(X) + H(Y |X) = H(Y ) + H(X|Y ).

Ñâîéñòâî 1.4.4

H(X1...Xn) = H(X1) + H(X2|X1) +

+ H(X3|X1X2) + .... +

+ H(Xn|X1, ..., Xn−1).

Ñâîéñòâî 1.4.5
H(X|Y Z) ≤ H(X|Y )

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
àíñàìáëè X è Z óñëîâíî íåçàâèñèìû ïðè âñåõ y ∈ Y .

Ñâîéñòâî 1.4.6
H(X1...Xn) ≤

n∑

i=1

H(Xi),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå ñîâìåñòíîé íåçàâèñèìî-
ñòè àíñàìáëåé X1,. . . ,Xn.



1.4. Óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ 15

Ñâîéñòâî 1.4.1 äîêàçûâàåòñÿ òàê æå êàê ñâîéñòâî ýíòðîïèè 1.2.1.
Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 1.4.2. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì

ñâîéñòâà ýíòðîïèè 1.2.2:

H(X|Y )−H(X) = −
∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y) log p(x|y) +

+
∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y) log p(x) =

=
∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y) log
p(x)

p(x|y)
≤

≤
∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y)

(
p(x)

p(x|y)
− 1

)
log e =

=


∑

x∈X

∑

y∈Y

p(y)p(x)−
∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y)


 log e =

= 0.

¤
Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 1.4.3 è 1.4.4. Ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé
p(x, y) = p(x)p(y|x) = p(y)p(x|y),

p(x1, ..., xn) = p(x1)p(x2|x1)...p(xn|x1, ..., xn−1).

Îáå ñòîðîíû ýòèõ òîæäåñòâ íóæíî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü, à çàòåì óñðåä-
íèòü ïî âñåì ñëó÷àéíûì ïåðåìåííûì. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 1.4.5. Ðàññìîòðèì àíñàìáëü XY Z =
{(x, y, z), p(x, y, z)}. Ïðè êàæäîì y ∈ Y îïðåäåëåíû óñëîâíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ p(x, z|y) è p(x|y). Äëÿ ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé çàïèøåì ýíòðîïèè

H(X|y, Z) = MXZ|y[− log p(x|yz)],

H(X|y) = MX|y[− log p(x|y)].

Ïî ñâîéñòâó 1.5.2
H(X|y, Z) ≤ H(X|y).

Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî âñåì y ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. ¤
Èç ñâîéñòâ 1.4.1�1.4.5 ñëåäóåò 1.4.6.
Ïðèìåíèì âûÿâëåííûå ñâîéñòâà óñëîâíîé ýíòðîïèè äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ñâîéñòâà ýíòðîïèè 1.2.7, óñòàíàâëèâàþùåãî íåâîçðàñòàíèå ýíòðîïèè
ïðè îáðàáîòêå èíôîðìàöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 1.2.7. Èìååì àíñàìáëü X = {x, p(x)},
îïðåäåëåííóþ íà íåì ôóíêöèþ g(x) è àíñàìáëü Y = {y = g(x), x ∈ X}.
Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

H(Y ) ≤ H(X). (1.10)
Ïî ñâîéñòâàì ýíòðîïèè

H(XY ) = H(X|Y )︸ ︷︷ ︸
≥0

+H(Y ) = H(Y |X)︸ ︷︷ ︸
=0

+H(X). (1.11)

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ g(x) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ïðè çàäàííîì x, èìååì
H(Y |X) = 0. Â òî æå âðåìÿ H(X|Y ) ≥ 0. Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâ
èç (1.11) ñëåäóåò (1.10). ¤

1.5 Ýíòðîïèÿ íà ñîîáùåíèå äèñêðåòíîãî
ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äèñêðåòíûé ñòàöèîíàðíûé èñòî÷íèê, ïîðîæ-
äàþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1, x2, . . . , xt, . . . ), xt ∈ Xt = X. Èç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î ñòàöèîíàðíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ
áóêâû xt, ïîðîæäàåìîé â ìîìåíò âðåìåíè t, íå çàâèñèò îò t. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âåëè÷èíà ýíòðîïèè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ H(Xt) = H(X) òàêæå
íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Íàçîâåì åå îäíîìåðíîé ýíòðîïèåé èñòî÷íèêà
(èëè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà). Îáîçíà÷èì åå êàê H1(X).

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, âåëè÷èíà H1(X) íå îïðåäåëÿåò ïîëíîñòüþ
èíôîðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà, ïîñêîëüêó íå ó÷èòûâàåò çà-
âèñèìîñòè áóêâ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n ïîñëåäîâàòåëüíûõ áóêâ èñòî÷-
íèêà x = (x1, ..., xn) ∈ X1X2...Xn = Xn. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà
ýíòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà òàêèõ áëîêàõ H(X1...Xn) =
H(Xn) íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ áëîêà âî âðåìåíè, åå íàçûâàþò n-
ìåðíîé ýíòðîïèåé èñòî÷íèêà.

Âåëè÷èíà H(Xn) îïðåäåëÿåò ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èç n áóêâ. Íîðìèðîâàííóþ âåëè÷èíó

Hn(X) =
H(Xn)

n
,

íàçûâàþò ýíòðîïèåé íà áóêâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n. Èíòóèöèÿ
ïîäñêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ Hn(X) ïðè áîëüøèõ n ìîãëè áû ñëóæèòü
àäåêâàòíîé ìåðîé èíôîðìàòèâíîñòè èñòî÷íèêà.
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Äðóãîé ïîäõîä ê èçìåðåíèþ èíôîðìàöèè, ïîðîæäàåìîé ïðîèçâîëü-
íûì ñòàöèîíàðíûì èñòî÷íèêîì, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å áóêâû
xn âñå ïðåäûäóùèå áóêâû x1, ..., xn−1 ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè äåêîäå-
ðó. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ïîäëåæàùåé ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè îá xn îïðåäå-
ëÿåòñÿ âåëè÷èíîé óñëîâíîé ýíòðîïèè H(Xn|X1, ..., Xn−1). Â ñèëó ñòàöè-
îíàðíîñòè êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ íå èãðàþò ðîëè, âàæíà ëèøü
äëèíà ïðåäûñòîðèè. Ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

H(Xn|X1, . . . , Xn−1) = H(X|Xn−1).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò íåêîòîðûå ñâîéñòâà äâóõ èíôîð-
ìàöèîííûõ ìåð Hn(X) è H(X|Xn−1) äëÿ ñòàöèîíàðíûõ èñòî÷íèêîâ.

Òåîðåìà 1.4 Äëÿ äèñêðåòíîãî ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà
A. H(X|Xn) íå âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì n;
B. Hn(X) íå âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì n;
C. Hn(X) ≥ H(X/Xn−1);
D. lim

n→∞
Hn(X) = lim

n→∞
H(X|Xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå A ñëåäóåò èç íåâîçðàñòàíèÿ ýíòðî-
ïèè ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óñëîâèé (ñâîéñòâî 1.4.5).

Èç ñâîéñòâà 1.4.4 è ñòàöèîíàðíîñòè èñòî÷íèêà èìååì

H(Xn) = H(X) + H(X|X1) + ... + H(X|Xn−1).

Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè n ñëàãàåìûõ, èç êîòîðûõ ïîñëåäíåå �
íàèìåíüøåå (â ñèëó ñâîéñòâ 1.4.2 è 1.4.5). Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà n, óáåæ-
äàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ Ñ.

×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ Â, âûïîëíèì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ

H(Xn+1)
(a)
= H(X1...XnXn+1) =
(b)
= H(X1...Xn) + H(Xn+1|X1, ..., Xn) =
(c)
= H(Xn) + H(X|Xn) ≤
(d)
≤ H(Xn) + H(X|Xn−1) ≤
(e)
≤ H(Xn) + Hn(X) =
(f)
= (n + 1)Hn(X).
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Â ýòîé öåïî÷êå ïåðåõîä (a) èñïîëüçóåò ïðåäïîëîæåíèå î ñòàöèîíàð-
íîñòè, (b) � ñâîéñòâî óñëîâíîé ýíòðîïèè, (c) âíîâü èñïîëüçóåò ñòàöèî-
íàðíîñòü, à (d) è (e) îïèðàþòñÿ íà óæå äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ A è
C. Íàêîíåö, (f) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Hn(X). Åñëè òåïåðü
ïîäåëèòü ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü íà (n+1), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
óòâåðæäåíèÿ B.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî
îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hn(X) è H(X|Xn) íå âîçðàñòàþò è
îãðàíè÷åíû ñíèçó (ïîñêîëüêó íåîòðèöàòåëüíû). Çíà÷èò, îáà ïðåäåëà ñó-
ùåñòâóþò. Èç ñâîéñòâà C ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

Hn(X) ≥ lim
n→∞

H(X|Xn). (1.12)

Â òî æå âðåìÿ, ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m < n èìåþò ìåñòî ñîîòíî-
øåíèÿ

H(Xn) = H(X1 . . . Xn) =
(a)
= H(X1 . . . Xm) + H(Xm+1 . . . Xn|X1, . . . , Xm) =
(b)
= mHm(X) + H(Xm+1|X1, . . . , Xm) + . . .

+H(Xn|X1, . . . , Xn−1) ≤
(c)
≤ mHm(X) + (n−m)H(X|Xm).

Çäåñü èñïîëüçîâàíû: â (a) è (b) � ñâîéñòâà óñëîâíîé ýíòðîïèè, â (ñ) � ñòà-
öèîíàðíîñòü èñòî÷íèêà è íåâîçðàñòàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè H(X|Xm)
ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óñëîâèé m. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðà-
âåíñòâà íà n è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n →∞. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

lim
n→∞

Hn(X) ≤ H(X|Xm),

ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáûõ m. Óñòðåìëÿÿ m ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

Hn(X) ≤ lim
m→∞

H(X|Xm). (1.13)

Èç (1.12) è (1.13) âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå. ¤
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

H∞(X) = lim
n→∞

Hn(X), H(X|X∞) = lim
n→∞

H(X|Xn).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî H∞(X) = H(X|X∞). Â
äàëüíåéøåì, èçó÷àÿ êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû êîäèðîâàíèÿ, ìû óáåäèì-
ñÿ â òîì, ÷òî èìåííî ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå
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óäåëüíûå çàòðàòû áèò íà ïåðåäà÷ó îäíîé áóêâû ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íè-
êà.

Ïðèìåð 1.5.1 Ýíòðîïèÿ íà ñîîáùåíèå äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî èñ-
òî÷íèêà. Äèñêðåòíûì ïîñòîÿííûì èñòî÷íèêîì ìû íàçâàëè äèñêðåòíûé
ñòàöèîíàðíûé èñòî÷íèê áåç ïàìÿòè. Ïî ñâîéñòâàì ýíòðîïèè äëÿ èñòî÷-
íèêà áåç ïàìÿòè èìååì

H(X1...Xn) = H(X1) + ... + H(Xn).

H(Xn) = nH(X).

Ïîäåëèâ îáå ñòîðîíû òîæäåñòâà íà n, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âñåõ n ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

Hn(X) = H(X),

è, ñëåäîâàòåëüíî,
H∞(X) = H(X).

Òàêèì îáðàçîì, ýíòðîïèÿ íà ñîîáùåíèå äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî èñòî÷-
íèêà â òî÷íîñòè ðàâíà åãî îäíîìåðíîé ýíòðîïèè. Ê òîìó æå ðåçóëüòàòó
ìîæíî áûëî ïðèéòè ñ äðóãîé ñòîðîíû. Â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè è îòñóò-
ñòâèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó ñîîáùåíèÿìè

H(X|Xn) = H(Xn+1|X1, ..., Xn) = H(X),

ñëåäîâàòåëüíî,
H(X|X∞) = H(X).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ
õàðàêòåðèñòèê ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ýíòðîïèè îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Îòñþäà ñîâñåì íå ñëåäóåò, ÷òî ïðè êîäèðîâàíèè èñòî÷íèêîâ íåçàâè-
ñèìûõ ñîîáùåíèé íóæíî êîäèðîâàòü êàæäóþ áóêâó íåçàâèñèìî îò äðó-
ãèõ.

Ïðèìåð 1.5.2 Ýíòðîïèÿ íà ñîîáùåíèå ìàðêîâñêîãî èñòî÷íèêà. Äëÿ
ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà, îïèñûâàåìîãî ìîäåëüþ öåïè Ìàðêîâà ñâÿçíî-
ñòè s, ìîæåì çàïèñàòü

H(X|Xn) = H(Xn+1|X1, ..., Xn) =

= H(Xn+1|Xn−s+1, ..., Xn) = H(X|Xs).

Ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò n, çíà÷èò

H(X|X∞) = H(X|Xs).
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Ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä. Èñïîëüçóÿ ñòàöèîíàðíîñòü è ñâîéñòâà óñëîâ-
íîé ýíòðîïèè, çàïèøåì

H(Xn) = H(X1 . . . XsXs+1 . . . Xn) =

= H(X1 . . . Xs) + H(Xs+1 . . . Xn|X1, . . . , Xs). (1.14)
Èç

H(Xs+1 . . . Xn|X1, . . . , Xs) = H(Xs+1|X1, . . . , Xs) +

+ H(Xs+2|X1, . . . , Xs+1) + . . .

+ H(Xn|X1, . . . , Xn−1),

ó÷èòûâàÿ ìàðêîâîñòü è ñòàöèîíàðíîñòü, ïîëó÷àåì
H(Xs+1...Xn|X1, ..., Xs) = (n− s)H(X|Xs).

Òåïåðü (1.14) ïðèíèìàåò âèä
H(Xn) = sHs(X) + (n− s)H(X|Xs). (1.15)

Òåïåðü ìîæíî ïîäåëèòü îáå ÷àñòè òîæäåñòâà íà n è óñòðåìèòü n ê áåñ-
êîíå÷íîñòè. Ðåçóëüòàòîì áóäåò îæèäàåìîå ðàâåíñòâî

H∞(X) = H(X|Xs).

Ïîó÷èòåëüíî çàïèñàòü (1.15) â âèäå

Hn(X) = H(X|Xs) +
s

n
(Hs(X)−H(X|Xs)) =

= H(X|Xn) +
s

n
(Hs(X)−H(X|Xs)).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, õîðîøî âèäíî, êàêîâà ðàçíèöà ìåæäó Hn(X) è
H(X|Xn). Ïðè ðàçáèåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ íà áëîêè äëèíû n
ìû ïîëó÷àåì ñðåäíþþ ýíòðîïèþ íà ñîîáùåíèå íåìíîãî áîëüøóþ, ÷åì
ìèíèìàëüíàÿ äîñòèæèìàÿ âåëè÷èíà H(X|Xs). �Ïîòåðè� èëè, òî÷íåå ñêà-
çàòü, äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû ñâÿçàíû ñ �çàáâåíèåì� òåõ s áóêâ, êîòîðûå
ïðåäøåñòâîâàëè ðàññìàòðèâàåìîìó áëîêó.

1.6 Ìíîæåñòâî òèïè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé äëÿ äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî èñ-
òî÷íèêà. Èñòî÷íèêè ñ ïàìÿòüþ

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé ïîñòîÿííûé èñòî÷íèê, ïîðîæäàþùèé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñîîáùåíèé èç àíñàìáëÿ X = {x, p(x)}. Ìíîæå-
ñòâî òèïè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n îáîçíà÷èì êàê Tn(δ). Îíî
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñðåäíÿÿ ñîáñòâåí-
íàÿ èíôîðìàöèÿ êîòîðûõ áëèçêà ê ýíòðîïèè H(X), òî åñòü

Tn(δ) =

{
x :

∣∣∣∣
1

n
I(x)−H(X)

∣∣∣∣ ≤ δ

}
, (1.16)

ãäå δ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðèâåäåì â âèäå òåîðåìû
íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Tn(δ).

Òåîðåìà 1.5 Äëÿ ëþáîãî δ > 0 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ:

1.
lim
n→∞

P (Tn(δ)) = 1.

2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Tn(δ)| ≤ 2n(H(X)+δ).

3. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ n0

|Tn(δ)| ≥ (1− ε)2n(H(X)−δ).

4. Äëÿ x ∈ Tn(δ)

2−n(H(X)+δ) ≤ p(x) ≤ 2−n(H(X)−δ). (1.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâè-
åì íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà: äëÿ n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, i =
1, ..., n ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì m è äèñïåðñèåé σ2 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑
i=1

ξi −m

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ σ2

nε2 . (1.18)

Ïðèìåíèâ ýòî íåðàâåíñòâî ê ñîáñòâåííûì èíôîðìàöèÿì áóêâ è óñòðåìèâ
n ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì íóæíûé ðåçóëüòàò.

Â ñèëó (1.16) èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå 4. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè (1.17)
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé èç T . Äëÿ îöåíêè ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ýòîì ìíîæåñòâå
çàìåòèì, ÷òî

1 ≥ P (Tn(δ)) =
∑

x∈Tn(δ)

p(x) ≥ |Tn(δ)| min
x∈Tn(δ)

p(x) ≥ |Tn(δ)|2−n(H+δ0).
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Îòñþäà âûòåêàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â
ñïðàâåäëèâîñòè òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ. Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ n0 òàêîå, ÷òî ïðè n > n0 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

P (Tn(δ)) ≥ 1− ε. (1.19)

Îöåíèâàÿ âåðîÿòíîñòü Tn(δ) êàê ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ìíî-
æåñòâå íà âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà è ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå
4, ïîëó÷àåì

P (Tn(δ)) ≤ |Tn(δ)| max
x∈Tn(δ)

p(x) ≤ |Tn(δ)| 2−n(H(X)−δ). (1.20)

Èç (1.19) è (1.20) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 3. ¤
Èç òåîðåìû ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíà ñâÿçü ýíòðîïèè ñ çàòðàòàìè íà ïå-

ðåäà÷ó èíôîðìàöèè. Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî êîäèðî-
âàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç Tn(δ). Ïîñêîëüêó òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ïðèìåðíî 2nH(X) (óòâåðæäåíèÿ 2 è 3), äëÿ ïåðåäà÷è íîìåðà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äîñòàòî÷íî çàòðàòèòü nH(X) áèò íà óêàçàíèå íîìåðà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, ò.å. H(X) áèò íà îäíî ñîîáùåíèå.

Òàêæå ïðîñòî îáúÿñíÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òîãî ôàêòà, ÷òî ïðè çà-
òðàòàõ ìåíüøå H(X) áèò íà îäíî ñîîáùåíèå íàäåæíàÿ ïåðåäà÷à íåâîç-
ìîæíà. Åñëè âçàèìíî îäíîçíà÷íî êîäèðóåòñÿ M ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
òî ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü îäíîçíà÷íî êîäèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èç Tn(δ) èìååò ïîðÿäîê M2−nH(X). Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðèìåðíî ðàâíà
1 −M2−nH(X). Ïîêà ÷èñëî M ìåíüøå 2nH(X) (ñîîòâåòñòâåííî, ñêîðîñòü
êîäà ìåíüøå H(X)), ïðîèçâåäåíèå M2−nH(X) áóäåò ìàëåíüêèì, à âåðî-
ÿòíîñòü îøèáêè áóäåò çàâåäîìî áîëüøîé.

Ïîñìîòðèì òåïåðü âíèìàòåëüíåå, êàêèå èìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τx(x) ÷èñëî ïîÿâëåíèé áóêâû x
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x. Íàáîð ÷èñåë τ (x) = {τx(x), x ∈ X} íàçûâàþò
êîìïîçèöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x.

Äëÿ äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî èñòî÷íèêà âåðîÿòíîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè x = (x1, ..., xn) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

p(x) =
n∏

i=1

p(xi) =
∏

x∈X

p(x)τx(x).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷åíî èçìåíåíèåì ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé â ïðî-
èçâåäåíèè. Ñîáñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ðàñ÷åòå íà
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áóêâó ðàâíà
1

n
I(x) = −

∑

x∈X

τx(x)

n
log p(x).

Ýòà âåëè÷èíà áëèçêà ê ýíòðîïèè H(X), åñëè

τx(x)

n
≈ p(x)

Ìû ïðèøëè ê åñòåñòâåííîìó ðåçóëüòàòó: ìíîæåñòâî òèïè÷íûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîñòîèò èç òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðûõ äîëÿ
ýëåìåíòîâ x ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà âåðîÿòíîñòè ñèìâîëà x.
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Ãëàâà 2

Íåðàâíîìåðíîå
êîäèðîâàíèå äèñêðåòíûõ
èñòî÷íèêîâ
2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íåðàâíîìåðíîãî ïî-

áóêâåííîãî êîäèðîâàíèÿ
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî äèñêðåòíîãî èñòî÷íèêà X ñ èçâåñò-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé {p(x), x ∈ X} òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü
ýôôåêòèâíûé íåðàâíîìåðíûé äâîè÷íûé êîä íàä àëôàâèòîì A = {a}.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìû ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà äâîè÷íûõ
êîäàõ, ò.å. ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A = {0, 1}.

Íàì íåîáõîäèì òàêîé äâîè÷íûé êîä, êîòîðûé äîïóñêàåò îäíîçíà÷-
íîå ðàçäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäîâûõ ñëîâ íà îòäåëüíûå êîäîâûå
ñëîâà áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ñèìâîëîâ. Ýòî òðå-
áîâàíèå íàçûâàþò ñâîéñòâîì îäíîçíà÷íîé äåêîäèðóåìîñòè.

Íåðàâíîìåðíûé ïîáóêâåííûé êîä C = {c} îáúåìà |C| = M íàä
àëôàâèòîì A îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé îäèíàêîâîé èëè ðàçëè÷íîé äëèíû èç áóêâ àëôàâèòà A.

Êîä ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñèìâîëîâ èç A åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ðàçáèâàåòñÿ íà îòäåëüíûå
êîäîâûå ñëîâà.

Ïðèìåð 2.1.1 Äëÿ èñòî÷íèêà X = {0, 1, 2, 3} ñðåäè ÷åòûðåõ êîäîâ

1. C1 = {00, 01, 10, 11};
2. C2 = {1, 01, 001, 000};

25
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3. C3 = {1, 10, 100, 000} ;

4. C4 = {0, 1, 10, 01};
ïåðâûå òðè êîäà îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìû, ïîñëåäíèé êîä � íåò.

Ïåðâûé êîä ýòîãî ïðèìåðà � ðàâíîìåðíûé êîä. Ïîíÿòíî, ÷òî ëþáîé
ðàâíîìåðíûé êîä ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî äåêîäèðîâàí.

Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ âòîðîãî êîäà ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùóþ ñòðà-
òåãèþ. Äåêîäåð ñ÷èòûâàåò ñèìâîë çà ñèìâîëîì, è êàæäûé ðàç ïðîâåðÿ-
åò, íå ñîâïàäàåò ëè ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ îäíèì èç êîäîâûõ
ñëîâ. Â ñëó÷àå óñïåõà ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùåíèå âûäàåòñÿ ïîëó÷àòåëþ,
è äåêîäåð ïðèñòóïàåò ê äåêîäèðîâàíèþ ñëåäóþùåãî ñîîáùåíèÿ. Â ñëó-
÷àå êîäà C2 íåîäíîçíà÷íîñòè íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó íè îäíî ñëîâî íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì äðóãîãî.

Åñëè íè îäíî êîäîâîå ñëîâî íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîãî, êîä íàçû-
âàåòñÿ ïðåôèêñíûì. Ïðåôèêñíûå êîäû ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî äåêîäèðóå-
ìûìè.

Êîä C3 çàâåäîìî íå ïðåôèêñíûé. Òåì íå ìåíåå, ìû óòâåðæäàåì, ÷òî
îí � îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìûé. Êàæäîå ñëîâî êîäà C3 ïîëó÷åíî ïåðå-
ïèñûâàíèåì â îáðàòíîì ïîðÿäêå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîâà êîäà C2. Äëÿ
äåêîäèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäîâûõ ñëîâ êîäà C3 ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü ïðèíÿòóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå è äëÿ äåêîäè-
ðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü äåêîäåð êîäà C2. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó âûâîäó.

Ïðåôèêñíîñòü � äîñòàòî÷íîå, íî íå íåîáõîäèìîå óñëîâèå îäíîçíà÷-
íîé äåêîäèðóåìîñòè.

Ãðàôè÷åñêè óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ïðåôèêñíûå êîäû â âèäå êîäîâûõ
äåðåâüåâ. Â ÷àñòíîñòè, êîäîâîå äåðåâî êîäà C2 ïðèìåðà 2.1.1 ïðåäñòàâ-
ëåíî íà ðèñ.2.1

Óçëû äåðåâà ðàçìåùàþòñÿ íà ÿðóñàõ. Íà íà÷àëüíîì (íóëåâîì) ÿðó-
ñå ðàñïîëîæåí îäèí óçåë, íàçûâàåìûé êîðíåì äåðåâà. Óçëû ñëåäóþùèõ
ÿðóñîâ ñâÿçàíû ñ óçëàìè ïðåäûäóùèõ ÿðóñîâ ðåáðàìè. Â ñëó÷àå äâîè÷íî-
ãî êîäà èç êàæäîãî óçëà èñõîäèò íå áîëåå äâóõ ðåáåð. Ðåáðàì ïðèïèñàíû
êîäîâûå ñèìâîëû. Â äàííîì ïðèìåðå ïðèíÿòî ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî ðåá-
ðó, âåäóùåìó ââåðõ, ïðèïèñûâàåòñÿ ñèìâîë 0, à ðåáðó, âåäóùåìó âíèç �
ñèìâîë 1. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé âåðøèíå äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, ñ÷èòûâàåìàÿ âäîëü ïóòè, ñâÿçûâàþùåãî êîðåíü äåðåâà ñ
äàííûì óçëîì.

Óçåë íàçûâàåòñÿ êîíöåâûì, åñëè èç íåãî íå èñõîäèò íè îäíîãî ðåáðà.
Êîä íàçûâàþò äðåâîâèäíûì , åñëè â êà÷åñòâå êîäîâûõ ñëîâ îí ñîäåðæèò
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Ðèñ. 2.1: Ïðèìåð äâîè÷íîãî êîäîâîãî äåðåâà

òîëüêî êîäîâûå ñëîâà, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöåâûì âåðøèíàì êîäîâîãî
äåðåâà.

Äðåâîâèäíîñòü êîäà è ïðåôèêñíîñòü � ñèíîíèìû â òîì ñìûñëå, ÷òî
âñÿêèé äðåâîâèäíûé êîä ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì, è âñÿêèé ïðåôèêñíûé
êîä ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñ ïîìîùüþ êîäîâîãî äåðåâà. Ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî ïðåôèêñíûå êîäû. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ:
íå ïîòåðÿëè ëè ìû îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è, ñóçèâ êëàññ îäíîçíà÷-
íî äåêîäèðóåìûõ êîäîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìû èùåì íàèëó÷øèå? Íèæå ìû
óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé.

Îáñóäèì òåïåðü, êàêèå èìåííî ïðåôèêñíûå êîäû ñ÷èòàòü õîðîøèìè.
Ïîñêîëüêó ñàìà öåëü ðàññìîòðåíèÿ íåðàâíîìåðíîãî êîäèðîâàíèÿ ñîñòîÿ-
ëà â óìåíüøåíèè çàòðàò íà ïåðåäà÷ó ñîîáùåíèé, ëîãè÷íî âûáðàòü â êà÷å-
ñòâå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà êîäà ñðåäíþþ äëèíó êîäîâûõ ñëîâ. Ðàññìîòðèì
èñòî÷íèê X = {1, ..., M}, êîòîðûé ïîðîæäàåò áóêâû ñ âåðîÿòíîñòÿìè
{p1, ..., pM}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êîäèðîâàíèÿ áóêâ èñòî÷íèêà âûáðàí
êîä C = {c1, ..., cM} ñ äëèíàìè êîäîâûõ ñëîâ l1, . . . , lM ñîîòâåòñòâåííî.

Ñðåäíåé äëèíîé êîäîâûõ ñëîâ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

l̄ = M[li] =
M∑

i=1

pili.

Åùå îäèí íåìàëîâàæíûé àñïåêò, êîòîðûé äîëæåí áûòü ó÷òåí ïðè
ñðàâíåíèè ñïîñîáîâ íåðàâíîìåðíîãî êîäèðîâàíèÿ, � ýòî ñëîæíîñòü ðåà-
ëèçàöèè êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ. Ïîäâîäÿ èòîã, ìû ôîðìóëèðóåì
çàäà÷ó ïîáóêâåííîãî íåðàâíîìåðíîãî êîäèðîâàíèÿ êàê çàäà÷ó ïîñòðîå-
íèÿ îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìîãî êîäà ñ íàèìåíüøåé ñðåäíåé äëèíîé êîäî-
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âûõ ñëîâ ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñëîæíîñòü.

2.2 Íåðàâåíñòâî Êðàôòà
Òðåáîâàíèå ïðåôèêñíîñòè íàêëàäûâàåò æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæå-
ñòâî äëèí êîäîâûõ ñëîâ è íå äàåò âîçìîæíîñòè âûáèðàòü êîäîâûå ñëîâà
ñëèøêîì êîðîòêèìè. Ôîðìàëüíî ýòè îãðàíè÷åíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
èçÿùíîãî íåðàâåíñòâà, íàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâîì Êðàôòà.

Òåîðåìà 2.1 Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðåôèêñíîãî êîäà îáúåìà M ñ äëèíàìè êîäîâûõ ñëîâ l1, ..., lM ÿâëÿåòñÿ
âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Êðàôòà

M∑

i=1

2−li ≤ 1. (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ íåîáõîäèìîñòè. Ìû äîëæíû óáåäèòüñÿ
â òîì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.1) âåðíî äëÿ ëþáîãî ïðåôèêñíîãî êîäà.

Ðàññìîòðèì äâîè÷íîå êîäîâîå äåðåâî ïðîèçâîëüíîãî ïðåôèêñíîãî êî-
äà îáúåìà M ñ äëèíàìè êîäîâûõ ñëîâ l1, ..., lM . Âûáåðåì öåëîå ÷èñëî L,
òàêîå, ÷òî L ≥ maxi li. Ïðîäîëæèì âñå ïóòè â äåðåâå äî ÿðóñà ñ íîìåðîì
L. Íà ïîñëåäíåì ÿðóñå ìû ïîëó÷èì 2L âåðøèí. Çàìåòèì, ÷òî êîíöåâàÿ
âåðøèíà èñõîäíîãî äåðåâà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ãëóáèíå li, èìååò 2 ïîòîì-
êà íà ãëóáèíå li+1, 4 ïîòîìêà íà ãëóáèíå li+2, è ò.ä. Íà ãëóáèíå L áóäåò
2L−li ïîòîìêîâ ýòîé âåðøèíû. Ìíîæåñòâà ïîòîìêîâ ðàçëè÷íûõ êîíöåâûõ
âåðøèí íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó ñóììàðíîå ÷èñëî ïîòîìêîâ íå ïðåâû-
øàåò îáùåãî ÷èñëà âåðøèí íà ÿðóñå L. Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

M∑
i=1

2L−li ≤ 2L.

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà 2L, ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Ðèñ. 2.2 èëëþ-
ñòðèðóåò äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà Êðàô-
òà íà ïðèìåðå êîäà èç 4 ñëîâ. Â ýòîì ïðèìåðå l1 = 2, l2 = l3 = 3, l4 = 1,
L = 3. Êîäîâîå äåðåâî ïîêàçàíî ñïëîøíûìè ëèíèÿìè à ðåáðà, ïîÿâèâ-
øèåñÿ ïðè ïðîäëåíèè äåðåâà äî ÿðóñà ñ íîìåðîì L ïîêàçàíû ïóíêòèðîì.

×òîáû óáåäèòüñÿ â äîñòàòî÷íîñòè, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñïðàâåä-
ëèâîñòè (2.1) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå êîäà ñ çàäàííûì íàáîðîì äëèí
êîäîâûõ ñëîâ. Ïîñòðîèì òàêîé êîä. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü
÷èñëà li óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ.
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22 23 =−  вершины 

12 33 =−  вершина 

12 33 =−  вершина 

42 13 =−  вершины 

Ðèñ. 2.2: Ïîÿñíåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó íåîáõîäèìîñòè íåðàâåíñòâà Êðàô-
òà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåôèêñíîãî êîäà.

Èç îáùåãî ÷èñëà 2l1 âåðøèí íà ÿðóñå l1 âûáåðåì îäíó ëþáóþ, ñäåëàåì
åå êîíöåâîé è çàêðåïèì åå çà ïåðâûì êîäîâûì ñëîâîì. Ïðîäîëæèì îñòàâ-
øèåñÿ âåðøèíû äî ÿðóñà l2. Èç îáùåãî ÷èñëà âîçìîæíûõ âåðøèí íóæíî
èñêëþ÷èòü 2l2−l1 âåðøèí, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïîääåðåâó, íà÷èíàþùå-
ìóñÿ â óçëå, ñîîòâåòñòâóþùåì ïåðâîìó ñëîâó. Íà ÿðóñå l2 îñòàíåòñÿ

2l2 − 2l2−l1 ≥ 1

âåðøèí. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (2.1), â ÷åì íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ, ïîäåëèâ åãî ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü íà 2l2. Ñäåëàåì îäíó èç íèõ
êîíöåâîé è çàêðåïèì åå çà âòîðûì ñëîâîì. Àíàëîãè÷íî, äëÿ òðåòüåãî
ñëîâà ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî èç

2l3 − 2l3−l2 − 2l3−l1 ≥ 1

âåðøèí. Â ñèëó (2.1) âñåãäà íàéäåòñÿ îäíà äëÿ òðåòüåãî ñëîâà. Ïðîäîë-
æàÿ ïîñòðîåíèå, íà ïîñëåäíåì ÿðóñå ñ íîìåðîì lM ìû ïîëó÷èì

2lM − 2lM−lM−1 − 2lM−lM−2 − ...− 2lM−l1

âåðøèí. Ïðîñòûå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî ÷èñëî íå ìåíüøå 1, åñëè
íåðàâåíñòâî (2.1) âåðíî. Âûáðàâ ýòó âåðøèíó äëÿ ïîñëåäíåãî ñëîâà, ìû
çàâåðøèì ïîñòðîåíèå ïðåôèêñíîãî êîäà. Ðèñ. 2.3 èëëþñòðèðóåò ïðîöåññ
ïîñòðîåíèÿ êîäîâîãî äåðåâà äëÿ íàáîðà äëèí êîäîâûõ ñëîâ l1 = 1, l2 = 2,
l3 = l4 = 3. ¤



30 2. Êîäèðîâàíèå èñòî÷íèêîâ
 

Имеем .2222 12 333 =−− −− ll  Этого достаточно  
для завершения построения кода. 

 

 

 

1 

11 =l . Из 22 1 =l вершин, выбираем одну  

для слова длины 11 =l . 

Имеем  222 122 =− −l вершины. Этого  
достаточно для построения слова длины 2l  

Ðèñ. 2.3: Ïîñòðîåíèå äâîè÷íîãî êîäîâîãî äåðåâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî
íåðàâåíñòâó Êðàôòà.

Â ïðèìåðå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 2.3, íåðàâåíñòâî Êðàôòà âûïîëíÿåòñÿ
ñ ðàâåíñòâîì. Âíèìàòåëüíî ïðîñìîòðåâ äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè â
Òåîðåìå 2.1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà â (2.1) êîäîâîå
äåðåâî äîëæíî áûòü ïîëíûì, ò.å. êàæäàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ âåðøèíà äåðå-
âà äîëæíà èìåòü ðîâíî 2 ïîòîìêà è âñåì êîíöåâûì âåðøèíàì äîëæíû
áûòü ñîïîñòàâëåíû êîäîâûå ñëîâà.

Íåðàâåíñòâî Êðàôòà êàê áû îãðàíè÷èâàåò ñíèçó äëèíû êîäîâûõ ñëîâ
ïðåôèêñíîãî êîäà çàäàííîãî îáúåìà M . Íà ýòîì áóäåò âïîñëåäñòâèè ïî-
ñòðîåíî äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì
âàæíî áûòü óâåðåííûì, ÷òî îíî èìååò ìåñòî íå òîëüêî äëÿ äðåâîâèäíûõ
(ïðåôèêñíûõ) êîäîâ, íî è äëÿ ëþáûõ äðóãèõ îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìûõ
êîäîâ. Ýòî óòâåðæäåíèå äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî è åãî äîêàçàòåëüñòâî
ìîæíî íàéòè, â ÷àñòíîñòè, â [12].

2.3 Òåîðåìû ïîáóêâåííîãî íåðàâíîìåðíîãî
êîäèðîâàíèÿ

2.3.1 Ïðÿìàÿ òåîðåìà
Íà÷íåì íåïîñðåäñòâåííî ñ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2.2 Äëÿ àíñàìáëÿ X = {x, p(x)} ñ ýíòðîïèåé H ñóùåñòâóåò
ïîáóêâåííûé íåðàâíîìåðíûé ïðåôèêñíûé êîä ñî ñðåäíåé äëèíîé êîäîâûõ
ñëîâ l̄ < H + 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èñòî÷íèê íàä àëôàâèòîì X =
{1, ..., M} ñ âåðîÿòíîñòÿìè áóêâ ñîîòâåòñòâåííî p1, ..., pM . Ñîïîñòàâèì
áóêâå xm êîäîâîå ñëîâî äëèíû lm = d− log pme ïðè m = 1, ..., M. (Çàïèñü
bac îçíà÷àþò îêðóãëåíèå ÷èñëà a âíèç äî áëèæàéøåãî öåëîãî, à çàïèñü
dae � îêðóãëåíèå ÷èñëà a ââåðõ äî áëèæàéøåãî öåëîãî). Ïðåôèêñíûé
êîä ñ òàêèì íàáîðîì äëèí êîäîâûõ ñëîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 2.1
ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó äëèíû êîäîâûõ ñëîâ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
Êðàôòà

M∑
m=1

2−lm =
M∑

m=1

2−d− log pme ≤
M∑

m=1

2log pm =
M∑

m=1

pm = 1.

Ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâûõ ñëîâ êîäà

l̄ =
M∑

m=1

pmlm =

=
M∑

m=1

pm d− log pme <

<

M∑
m=1

pm (− log pm + 1) =

= H +
M∑

m=1

pm =

= H + 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ¤
Íà ïðèìåðå äâîè÷íîãî èñòî÷íèêà â òîì, ÷òî òåîðåìà äîñòàòî÷íî òî÷-

íà è åå ðåçóëüòàò íå ìîæåò áûòü óëó÷øåí, åñëè íå èñïîëüçîâàòü íèêà-
êîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè îá èñòî÷íèêå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äàí äâîè÷íûé èñòî÷íèê X = {0, 1} ñ âåðîÿòíîñòÿìè áóêâ
{ε, 1−ε}. Ìèíèìàëüíî äîñòèæèìàÿ äëèíà êîäîâûõ ñëîâ íàèëó÷øåãî êî-
äà, î÷åâèäíî, ðàâíà 1. Òåîðåìà ãîâîðèò, ÷òî ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâûõ ñëîâ
íå áîëüøå 1 + η(ε), ò.å. ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè ε → 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
äàííîãî ïðèìåðà äâîè÷íîãî èñòî÷íèêà òåîðåìà òî÷íà.

2.3.2 Îáðàòíàÿ òåîðåìà
Îáðàòíàÿ òåîðåìà íåðàâíîìåðíîãî êîäèðîâàíèÿ óñòàíàâëèâàåò íèæíþþ
ãðàíèöó ñðåäíåé äëèíû êîäîâûõ ñëîâ ëþáîãî îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìîãî
êîäà.
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Òåîðåìà 2.3 Äëÿ ëþáîãî îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìîãî êîäà äèñêðåòíîãî
èñòî÷íèêà X = {x, p(x)} ñ ýíòðîïèåé H ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâûõ ñëîâ l̄
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

l̄ ≥ H. (2.2)
Äðóãèìè ñëîâàìè, íå ñóùåñòâóåò êîäà ñî ñðåäíåé äëèíîé êîäîâûõ

ñëîâ ìåíüøå H è îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì îäíîçíà÷íîé äåêîäèðóåìîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l(x) îáîçíà÷àåò äëèíó êîäîâîãî ñëîâà äëÿ

ñîîáùåíèÿ x. Èìååì

H − l̄ = −
∑

x∈X

p(x) log p(x)−
∑

x∈X

p(x)l(x) =
∑

x∈X

p(x) log
2−l(x)

p(x)
.

Ïðèìåíÿÿ óæå çíàêîìîå íàì íåðàâåíñòâî äëÿ ëîãàðèôìà
log x ≤ (x− 1) log e,

ïîëó÷àåì

H − l̄ ≤ log e
∑

x∈X

p(x)

(
2−l(x)

p(x)
− 1

)
=

= log e

(∑

x∈X

2−l(x) −
∑

x∈X

p(x)

)
≤

≤ log e

(
1−

∑

x∈X

p(x)

)
= 0. (2.3)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâî Êðàôòà è óñëîâèå íîðìèðîâêè âå-
ðîÿòíîñòåé. Èç (2.3) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

Îáñóäèì âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî ðàâåíñòâî â îá-
ðàòíîé òåîðåìå. Äëÿ ýòîãî ðàâåíñòâî äîëæíî èìåòü ìåñòî â ïåðâîì è
âòîðîì íåðàâåíñòâàõ â (2.3). Äëÿ ýòîãî ïðè êàæäîì x äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå p(x) = 2−l(x). Â òî æå âðåìÿ, äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé ñóùåñòâóåò ïðåôèêñíûé êîä ñ äëèíàìè êîäîâûõ ñëîâ
l(x) = d− log p(x)e = − log p(x). Äëÿ ýòîãî êîäà íåðàâåíñòâî Êðàôòà
âûïîëíÿåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì, è ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâîãî ñëîâà ðàâíà l̄ = H.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ.
Ñëåäñòâèå 2.4 Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîäà ñî ñðåäíåé äëèíîé êîäîâûõ
ñëîâ l̄ = H íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû âñå âåðîÿòíîñòè ñîîáùå-
íèé x ∈ X èìåëè âèä p(x) = 2−l(x) , ãäå {l(x)} � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà.
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2.4 Îïòèìàëüíûé ïîáóêâåííûé êîä � êîä
Õàôôìåíà

Ðàññìîòðèì àíñàìáëü ñîîáùåíèé X = {1, ..., M} ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîîá-
ùåíèé {p1, ..., pM}. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ñ÷èòàåì ñîîáùåíèÿ óïîðÿ-
äî÷åííûìè ïî óáûâàíèþ âåðîÿòíîñòåé, ò.å. p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pM . Íàøà
çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî êîäà, ò.å. êîäà ñ íàèìåíüøåé
âîçìîæíîé ñðåäíåé äëèíîé êîäîâûõ ñëîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè çàäàííûõ
âåðîÿòíîñòÿõ òàêîé êîä ìîæåò íå áûòü åäèíñòâåííûì, âîçìîæíî ñóùå-
ñòâîâàíèå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ êîäîâ. Ìû óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîé-
ñòâà âñåõ êîäîâ ýòîãî ñåìåéñòâà. Ýòè ñâîéñòâà ïîäñêàæóò íàì ïðîñòîé
ïóòü ê íàõîæäåíèþ îäíîãî èç îïòèìàëüíûõ êîäîâ.

Ïóñòü äâîè÷íûé êîä C = {c1, ..., cM} ñ äëèíàìè êîäîâûõ ñëîâ
{l1, ..., lM} îïòèìàëåí äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî àíñàìáëÿ ñîîáùåíèé.

Ñâîéñòâî 2.4.1 Åñëè pi < pj, òî li ≥ lj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì �îò ïðîòèâ-
íîãî�. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî li < lj. Ðàññìîòðèì äðóãîé êîä C ′, â êîòîðîì
ñîîáùåíèþ xi ñîîòâåòñòâóåò ñëîâî cj, à ñîîáùåíèþ xj � ñëîâî ci. Íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâûõ ñëîâ äëÿ êîäà C ′ ìåíüøå,
÷åì äëÿ êîäà C, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îïòèìàëüíîñòè êî-
äà C. ¤

Ñâîéñòâî 2.4.2 Íå ìåíåå äâóõ êîäîâûõ ñëîâ èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó
lM = maxm lm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìååòñÿ òîëüêî îäíî
ñëîâî ìàêñèìàëüíîé äëèíû, òî ñîîòâåòñòâóþùåå êîäîâîå äåðåâî áóäåò
íåïîëíûì. Î÷åâèäíî, ñëîâî ìàêñèìàëüíîé äëèíû ìîæíî áóäåò ñäåëàòü
êîðî÷å ïî ìåíüøåé ìåðå íà 1 ñèìâîë. Ïðè ýòîì óìåíüøèòñÿ ñðåäíÿÿ
äëèíà êîäîâûõ ñëîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îïòèìàëüíî-
ñòè êîäà. ¤

Ñâîéñòâî 2.4.3 Ñðåäè êîäîâûõ ñëîâ äëèíû lM = maxm lm íàéäóòñÿ äâà
ñëîâà, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî â îäíîì ïîñëåäíåì ñèìâîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó, äâà ñëîâà äëè-
íû lM ñóùåñòâóþò â ëþáîì îïòèìàëüíîì êîäå. Ðàññìîòðèì êîíöåâîé
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óçåë, ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîìó èç ñëîâ ìàêñèìàëüíîé äëèíû. ×òîáû äå-
ðåâî áûëî ïîëíûì, äîëæåí ñóùåñòâîâàòü óçåë, èìåþùèé îáùèé ïðåä-
øåñòâóþùèé óçåë ñ äàííûì óçëîì. Ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì êîíöåâûì
âåðøèíàì êîäîâûå ñëîâà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó lM è îòëè÷àþòñÿ â
îäíîì ïîñëåäíåì ñèìâîëå. ¤

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, ââåäåì äîïîëíè-
òåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî àíñàìáëÿ X = {1, ..., M}
è íåêîòîðîãî êîäà C, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñâîéñòâàì 2.4.1 � 2.4.3, ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé àíñàìáëü X ′ = {1, ..., M − 1}, ñîîáùåíèÿì êîòîðîãî
ñîïîñòàâèì âåðîÿòíîñòè {p′1, ..., p′M−1} ñëåäóþùèì îáðàçîì

p′1 = p1, . . . , p′M−2 = pM−2, p′M−1 = pM−1 + pM .

Èç êîäà C ïîñòðîèì êîä C ′ äëÿ àíñàìáëÿ X ′, ïðèïèñàâ ñîîáùåíèÿì
x′1, ...x

′
M−2 òå æå êîäîâûå ñëîâà, ÷òî è â êîäå C, ò.å. c′i = ci, i = 1, ..., M−2,

à ñîîáùåíèþ x′M−1 � ñëîâî c′M−1, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáùóþ ÷àñòü
ñëîâ cM−1 è cM (ñîãëàñíî ñâîéñòâó 2.4.3 ýòè äâà êîäîâûõ ñëîâà îòëè÷à-
þòñÿ òîëüêî â îäíîì ïîñëåäíåì ñèìâîëå).

Ñâîéñòâî 2.4.4 Åñëè êîä C ′ äëÿ X ′ îïòèìàëåí, òî êîä C îïòèìàëåí
äëÿ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëèíû êîäîâûõ ñëîâ êîäîâ C è C ′ ïî ïîñòðîåíèþ
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

lm =

{
l′m ïðè m ≤ M − 2,

l′M−1 + 1 ïðè m = M − 1,M.

Îòñþäà

l̄ =
M∑

m=1

pmlm =

=
M−2∑
m=1

pmlm + pM−1lM−1 + pM lM =

=
M−2∑
m=1

pmlm + (pM−1 + pM)(l′M−1 + 1) =

=
M−2∑
m=1

p′ml′m + p′M−1l
′
M−1 + pM−1 + pM =

=
M−1∑
m=1

p′ml′m + pM−1 + pM = l̄′ + pM−1 + pM .
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Input: Îáúåì àëôàâèòà M , âåðîÿòíîñòè áóêâ
Output: Äâîè÷íîå äåðåâî êîäà Õàôôìåíà
Èíèöèàëèçàöèÿ:
êîëè÷åñòâî íåîáðàáîòàííûõ óçëîâ M0 = M
while M0 > 1 do

Â ñïèñêå íåîáðàáîòàííûõ óçëîâ íàéòè äâà óçëà ñ íàèìåíüøèìè
âåðîÿòíîñòÿìè.
Èñêëþ÷èòü ýòè óçëû èç ñïèñêà íåîáðàáîòàííûõ.
Ââåñòè íîâûé óçåë, ïðèïèñàòü åìó ñóììàðíóþ âåðîÿòíîñòü
äâóõ èñêëþ÷åííûõ óçëîâ.
Íîâûé óçåë ñâÿçàòü ðåáðàìè ñ èñêëþ÷åííûìè óçëàìè.
M0 ← M0 − 1.

end

Ðèñ. 2.4: Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîäîâîãî äåðåâà êîäà Õàôôìåíà

ãäå l̄′ =
M−1∑
m=1

p′ml′m � ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâûõ ñëîâ êîäà C ′. Ïîñëåäíèå äâà
ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè íå çàâèñÿò îò êîäà, ïîýòîìó êîä, ìèíèìèçèðó-
þùèé l̄′, îäíîâðåìåííî îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì äëÿ l̄. ¤

Èòàê, ñôîðìóëèðîâàííûå ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ïðåôèêñíûõ êîäîâ
ñâîäÿò çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ êîäà îáúåìà M ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ êîäîâ îáú-
åìà M ′ = M − 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ðåêóððåíòíîå ïðàâè-
ëî ïîñòðîåíèÿ êîäîâîãî äåðåâà îïòèìàëüíîãî íåðàâíîìåðíîãî êîäà. Ýòî
ïðàâèëî â âèäå àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ.2.4.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà áóäåò ïîëó÷åíî êîäîâîå äåðåâî êîäà,
êîòîðûé, êàê äîêàçàíî âûøå, èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ñðåäíþþ
äëèíó êîäîâûõ ñëîâ.

Ïðèìåð 2.4.1 Ðàññìîòðèì àíñàìáëü áóêâåííûõ ñîîáùåíèé X =
{a, b, c, d, e, f} ñ âåðîÿòíîñòÿìè áóêâ {0,35, 0,2, 0,15, 0,1, 0,1, 0,1} ñî-
îòâåòñòâåííî. Êîäîâîå äåðåâî è êîä Õàôôìåíà ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.5.
Ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà H = 2, 4016. Ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâûõ ñëîâ ðàâíà
l̄ = 2(0, 35 + 0, 2) + 3(0, 15 + 3× 0, 1) = 2, 45. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì 2.4.1 �
2.4.4 íå ñóùåñòâóåò êîäà äëÿ X ñî ñðåäíåé äëèíîé êîäîâûõ ñëîâ ìåíüøåé,
÷åì 2,45.
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Ðèñ. 2.5: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êîäà Õàôôìåíà.

2.5 Êîä Øåííîíà
Ðàññìîòðèì èñòî÷íèê, âûáèðàþùèé áóêâû èç ìíîæåñòâà X = {1, ..., M}
ñ âåðîÿòíîñòÿìè {p1, ..., pM}. Ñ÷èòàåì, ÷òî áóêâû óïîðÿäî÷åíû ïî óáû-
âàíèþ âåðîÿòíîñòåé, ò.å. p1 ≥ p2 ≥ ... ≥ pM . Ñîïîñòàâèì, êðîìå òîãî,
êàæäîé áóêâå òàê íàçûâàåìóþ êóìóëÿòèâíóþ âåðîÿòíîñòü ïî ïðàâè-
ëó

q1 = 0, q2 = p1, . . . , qM =
M−1∑
i=1

pi.

Êîäîâûì ñëîâîì êîäà Øåííîíà äëÿ ñîîáùåíèÿ ñ íîìåðîì m ÿâëÿ-
åòñÿ äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïåðâûå lm =
d− log pme ðàçðÿäîâ ïîñëå çàïÿòîé â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà qm.

Ïðèìåð 2.5.1 Ðàññìîòðèì òîò æå àíñàìáëü, ÷òî è â ïðèìåðå 2.4.1. Â
òàáëèöå 2.1 ïðèâåäåíû ïðîìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ è ðåçóëüòàò ïîñòðî-
åíèÿ êîäà Øåííîíà. Ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâûõ ñëîâ l̄ = 2, 95. Â äàííîì
ñëó÷àå èçáûòî÷íîñòü êîäà Øåííîíà îêàçàëàñü íà 0,5 áèòà áîëüøå, ÷åì
èçáûòî÷íîñòü êîäà Õàôôìåíà. Êîäîâîå äåðåâî êîäà ïîêàçàíî íà ðèñ.
2.6. Èç ýòîãî ðèñóíêà ïîíÿòíî, ïî÷åìó êîä íåýôôåêòèâåí. Êîäîâûå ñëî-
âà äëÿ áóêâ b, d, e, f ìîãóò áûòü óêîðî÷åíû íà 1 áèò áåç ïîòåðè ñâîéñòâà
îäíîçíà÷íîé äåêîäèðóåìîñòè.

Äîêàæåì îäíîçíà÷íóþ äåêîäèðóåìîñòü êîäà Øåííîíà. Äëÿ ýòîãî âû-
áåðåì ñîîáùåíèÿ ñ íîìåðàìè i è j, i < j. Êîäîâîå ñëîâî ci äëÿ i çàâåäîìî
êîðî÷å, ÷åì ñëîâî cj äëÿ j, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ýòè ñëîâà
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Ðèñ. 2.6: Êîäîâîå äåðåâî êîäà Øåííîíà äëÿ àíñàìáëÿ èç ïðèìåðà 2.5.1.

Òàáëèöà 2.1: Ïîñòðîåíèå êîäà Øåííîíà äëÿ ïðèìåðà 2.5.1
x pm qm lm Äâîè÷íàÿ çàïèñü qm Êîäîâîå ñëîâî cm

a 0,35 0,00 2 0,00. . . 00
b 0,20 0,35 3 0,0101. . . 010
c 0,15 0,55 3 0,10001. . . 100
d 0,10 0,70 4 0,10110. . . 1011
e 0,10 0,80 4 0,11001. . . 1100
f 0,10 0,90 4 0,11100. . . 1110

îòëè÷àþòñÿ â îäíîì èç ïåðâûõ li ñèìâîëîâ. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

qj − qi =

j−1∑

k=1

pk −
i−1∑

k=1

pk =

j−1∑

k=i

pk ≥ pi.

Âñïîìíèì, ÷òî äëèíà ñëîâà è åãî âåðîÿòíîñòü ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

li = d− log pie ≥ − log pi.

Ïîýòîìó
pi ≥ 2−li.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî íåðàâåíñòâà

qj − qi ≥ 2−li.

Â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà â ïðàâîé ÷àñòè ìû èìååì ïîñëå çàïÿòîé li − 1
íóëåé è åäèíèöó â ïîçèöèè ñ íîìåðîì li. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî ìåíüøåé
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ìåðå â îäíîì èç li ðàçðÿäîâ ñëîâà ci è cj îòëè÷àþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ci íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì äëÿ cj. Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé ïàðû
ñëîâ, òî êîä ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì.

Çàìåòèì, ÷òî äëèíû êîäîâûõ ñëîâ â êîäå Øåííîíà òî÷íî òàêèå æå,
êàêèå áûëè âûáðàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðÿìîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ.
Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, ïîëó÷èì óæå èçâåñòíóþ îöåíêó äëÿ ñðåäíåé äëèíû
êîäîâûõ ñëîâ

l̄ < H + 1.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êîäà Øåííîíà ìû âûáðàëè äëè-
íû êîäîâûõ ñëîâ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûìè (÷óòü áîëüøèìè) ñîáñòâåííîé
èíôîðìàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîáùåíèé. Â ðåçóëüòàòå ñðåäíÿÿ äëèíà
êîäîâûõ ñëîâ îêàçàëîñü ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîé (÷óòü áîëüøåé) ýíòðî-
ïèè àíñàìáëÿ.

Õîòÿ êîíñòðóêöèÿ êîäà è àíàëèç åãî õàðàêòåðèñòèê óæå äîñòàòî÷íî
ïîíÿòíû, ìû îáñóäèì åùå îäíó, ãðàôè÷åñêóþ, èíòåðïðåòàöèþ ïðîöåññà
êîäèðîâàíèÿ. Îíà áóäåò ïîëåçíà â äàëüíåéøåì ïðè îáñóæäåíèè àðèô-
ìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé îòðåçîê [0,1), íà êîòîðîì ðàñïîëîæèì îäèí çà
äðóãèì îòðåçêè äëèíû p1, ..., pM . Íà ðèñ. 2.7 ïðèâåäåí ïðèìåð ðàçìåòêè
îòðåçêà äëÿ ñëó÷àÿ M = 3, p1 = 0, 6, p2 = 0, 3, p3 = 0, 1. Êàê âèäíî íà
ðèñ. 2.7à, êóìóëÿòèâíûå âåðîÿòíîñòè q1 = 0, q2 = 0, 6, è q3 = 0, 9 ñî-
îòâåòñòâóþò íà÷àëàì îòðåçêîâ. Ýòè òî÷êè èäåíòèôèöèðóþò ñîîáùåíèÿ
èñòî÷íèêà.
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Ðèñ. 2.7: Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîäà Øåííî-
íà
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåòñÿ çàêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå ñ íîìåðîì m =
2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òî÷êà qm ïîìå÷åíà íà ðèñ. 2.7à-â. êðóæêîì. Íà
ïåðâîì øàãå ïåðåäà÷è ïåðåäà÷åé êîäîâîãî ñèìâîëà 0 ëèáî 1 êîäåð óêà-
çûâàåò, â êàêîé ïîëîâèíå îòðåçêà [0,1) (ëåâîé èëè ïðàâîé) íàõîäèòñÿ
íà÷àëî ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîîáùåíèþ îòðåçêà. Â äàííîì ñëó÷àå ïåðåäà-
åòñÿ 1 è òåì ñàìûì îáëàñòü âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ïåðåäàâàåìîé òî÷êè
óìåíüøàåòñÿ âäâîå, ÷òî è ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.7á. Íà ñëåäóþùåì øàãå ïå-
ðåäàåòñÿ ñèìâîë 0, ò.ê. òî÷êà íàõîäèòñÿ â ëåâîé ïîëîâèíå èíòåðâàëà è
äëèíà èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè óìåíüøàåòñÿ äî 1/4. Çàìåòèì, ÷òî
ïîñëå âòîðîãî øàãà â èíòåðâàëå íåîïðåäåëåííîñòè îñòàëàñü òîëüêî îäíà
òî÷êà è ïîýòîìó ïåðåäà÷à ìîæåò áûòü çàâåðøåíà. Ýòî ïðîèçîøëî íå ñëó-
÷àéíî. Äåëî â òîì, ÷òî äëèíà èíòåðâàëà ðàâíà 1/4, ÷òî ìåíüøå äëèíû
êðàò÷àéøåãî ïðèëåãàþùåãî îòðåçêà 0,3. Èìåííî ïîýòîìó ãàðàíòèðóåòñÿ
åäèíñòâåííîñòü òî÷êè è, çíà÷èò, îäíîçíà÷íîñòü äåêîäèðîâàíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîñëå ïåðåäà÷è lm äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ äëèíà èíòåð-
âàëà íåîïðåäåëåííîñòè ðàâíà 2−lm. Äåêîäèðîâàíèå áóäåò îäíîçíà÷íûì,
åñëè 2−lm ≤ pm èëè lm ≥ − log pm. Ýòî óñëîâèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
ïðàâèëîì âûáîðà äëèí êîäîâûõ ñëîâ â êîäå Øåííîíà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå äëèíû êîäîâûõ ñëîâ ìû îðèåíòèðîâàëèñü
òîëüêî íà îòðåçîê, ëåæàùèé ñïðàâà îò òî÷êè qm. Óïîðÿäî÷åííîñòü áóêâ
ïî óáûâàíèþ âåðîÿòíîñòåé ãàðàíòèðóåò, ÷òî ëåâûé îòðåçîê âñåãäà áóäåò
äëèííåå ïðàâîãî.

2.6 Êîä Ãèëáåðòà-Ìóðà
Ïðè ïîñòðîåíèè êîäà Øåííîíà ìû òðåáîâàëè óïîðÿäî÷åííîñòè ñîîáùå-
íèé ïî óáûâàíèþ âåðîÿòíîñòåé. Â àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ êîäà Øåííî-
íà ñîðòèðîâêà áóêâ âõîäíîãî àëôàâèòà, ïîæàëóé, íàèáîëåå òðóäîåìêàÿ
÷àñòü. Ìû çàìåòíî óïðîñòèì ïîñòðîåíèå êîäà, åñëè ìîäèôèöèðóåì êî-
äèðîâàíèå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óïîðÿäî÷åííîñòü íå òðåáîâàëàñü. Ãðà-
ôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîäà Øåííîíà, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 2.7, ïîäñêà-
çûâàåò ïî÷òè î÷åâèäíûé ïóòü ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè íå óïîðÿäî÷åíû è òîãäà ïðè êîäèðî-
âàíèè ñîîáùåíèÿ ñ íîìåðîì m íóæíî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî âåðîÿòíîñòü
(äëèíó îòðåçêà) pm, íî è äëèíó ïðåäøåñòâóþùåãî îòðåçêà pm−1, êîòî-
ðàÿ ìîæåò áûòü î÷åíü ìàëåíüêîé, ïî÷òè íóëåâîé, è òîãäà äëèíà ñëîâà
áóäåò áîëüøîé äàæå åñëè âåðîÿòíîñòü pm âåëèêà. Êàê æå èçáàâèòüñÿ îò
âëèÿíèÿ pm−1?

Î÷åíü ïðîñòî. Íóæíî ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîîáùåíèþ òî÷êó ïåðåìå-
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ñòèòü èç íà÷àëà îòðåçêà (òî÷êà qm) â åãî ñåðåäèíó (òî÷êà qm + pm/2), à
äëèíó êîäîâîãî ñëîâà lm âûáðàòü òàê, ÷òîáû ê êîíöó ïåðåäà÷è êîäîâîãî
ñëîâà äëèíà èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè áûëà íå áîëüøå pm/2. Ýòè lm
áèò è áóäóò êîäîâûì ñëîâîì êîäà Ãèëáåðòà-Ìóðà!

Îïðåäåëèì êîä Ãèëáåðòà-Ìóðà ôîðìàëüíî.
Ðàññìîòðèì èñòî÷íèê, âûáèðàþùèé áóêâû èç àëôàâèòà X =

{1, ..., M} ñ âåðîÿòíîñòÿìè {p1, ..., pM}. Ñîïîñòàâèì êàæäîé áóêâå m =
1, ..., M êóìóëÿòèâíóþ âåðîÿòíîñòü qm =

∑m−1
i=1 pi è âû÷èñëèì äëÿ êàæ-

äîé áóêâû âåëè÷èíó σm ïî ôîðìóëå

σm = qm +
pm

2
.

Êîäîâûì ñëîâîì êîäà Ãèëáåðòà-Ìóðà äëÿ xm ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïåðâûå lm = d− log(pm/2)e
ðàçðÿäîâ ïîñëå çàïÿòîé â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà σm.

Ïðèìåð 2.6.1 Ðàññìîòðèì èñòî÷íèê ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé
p1 = 0, 1, p2 = 0, 6, p3 = 0, 3. Âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì êîäà
Ãèëáåðòà-Ìóðà äëÿ ýòîãî èñòî÷íèêà, ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.2. Çàïèñü
[a] îáîçíà÷àåò ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà a â äâîè÷íîé ôîðìå. Â ïîñëåäíåì
ñòîëáöå òàáëèöå ïîêàçàíî, êàê âûãëÿäåëè áû êîäîâûå ñëîâà c̃m ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî êîäà Øåííîíà, åñëè áû ìû çàáûëè óïîðÿäî÷èòü áóêâû ïî
âåðîÿòíîñòÿì. Âèäíî, ÷òî êîä ïîëó÷èëñÿ áû íåïðåôèêñíûì â îòëè÷èå îò
êîäà Ãèëáåðòà-Ìóðà.

Òàáëèöà 2.2: Ïðèìåð êîäà Ãèëáåðòà-Ìóðà
xm pm qm σm lm cm

a c̃m
b

1 0,1 0,0=[0,00000. . . ] 0,05=[0,00001. . . ] 5 00001 0000
2 0,6 0,1=[0,00011. . . ] 0,40=[0,01100. . . ] 2 01 0
3 0,3 0,7=[0,10110. . . ] 0,85=[0,11011. . . ] 3 110 10

aÊîäîâûå ñëîâà êîäà Ãèëáåðòà-Ìóðà
bÊîäîâûå ñëîâà êîäà Øåííîíà áåç óïîðÿäî÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé áóêâ

Äîêàæåì îäíîçíà÷íóþ äåêîäèðóåìîñòü êîäà Ãèëáåðòà-Ìóðà â îáùåì
ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ñîîáùåíèÿ ñ íîìåðàìè i è j, i < j. Ïîíÿò-
íî, ÷òî σj > σi. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîâà ci è cj

îòëè÷àþòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç ïåðâûõ min{li, lj} êîäîâûõ ñèìâîëîâ.
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Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

σj − σi =

j−1∑

h=1

ph +
pj

2
−

i−1∑

h=1

ph − pi

2
=

=

j−1∑

h=i

ph +
pj − pi

2
≥

≥ pi +
pj − pi

2
=

=
pj + pi

2
≥ max {pi, pj}

2
.

Âñïîìíèì, ÷òî äëèíà ñëîâà è åãî âåðîÿòíîñòü ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

lm =
⌈
− log

pm

2

⌉
≥ − log

pm

2
.

Îòñþäà ñëåäóåò

σj − σi ≥ max{pi, pj}
2

≥ 2−min{li,lj},

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëîâà ci è cj îòëè÷àþòñÿ â îäíîì èç ïåðâûõ min{li, lj}
äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ è ïîýòîìó íè îäíî èç äâóõ ñëîâ íå ìîæåò áûòü íà-
÷àëîì äðóãîãî.

Ïîñêîëüêó âñå ñëîâà êîäà Ãèëáåðòà-Ìóðà ðîâíî íà åäèíèöó äëèííåå
ñëîâ êîäà Øåííîíà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñðåäíåé äëèíû êîäî-
âûõ ñëîâ

l̄ < H + 2.

Ìû çàâåðøèì ðàññìîòðåíèå êîäà Ãèëáåðòà-Ìóðà ãðàôè÷åñêîé èíòåð-
ïðåòàöèåé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2.8 äëÿ èñòî÷íèêà èç ïðèìåðà 2.6.1.
Ìû ñíîâà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïåðåäàåòñÿ áóêâà ñ íîìåðîì 2. Åé ñîîòâåò-
ñòâóåò òî÷êà σ2. Ïî ïîñòðîåíèþ, ñîñåäíèå òî÷êè σ óäàëåíû îò íåå íà
ðàññòîÿíèå ïî ìåíüøåé ìåðå p2/2. Êîäåð ïåðåäàåò áèò çà áèòîì è ïðè
ýòîì êàæäûé ðàç èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ñóæàåòñÿ âäâîå. Ïåðåäà-
÷ó ìîæíî çàâåðøèòü, êîãäà äëèíà èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè áóäåò íå
áîëüøå p2/2. Â äàííîì ïðèìåðå äîñòàòî÷íî ïåðåäàòü 2 áèòà.
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2σ  3σ  
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2σ  

Ðèñ. 2.8: Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîäà Ãèëáåðòà-Ìóðà

2.7 Íåðàâíîìåðíîå êîäèðîâàíèå äëÿ ñòàöè-
îíàðíîãî èñòî÷íèêà.

2.7.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è êîäèðîâàíèÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ñîîáùåíèé. Ðàçóìååòñÿ, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ñòàöèîíàð-
íûé èñòî÷íèê è åãî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà áóêâàõ íå ìåíÿåòñÿ
îò áóêâû ê áóêâå, òî ëþáîé èç îïèñàííûõ âûøå ñïîñîáîâ êîäèðîâàíèÿ
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ êîäèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ ñîîáùåíèé èñòî÷-
íèêà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìåííî òàêîé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå
êàê ñàìûé ïðîñòîé è äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûé.

Â òî æå âðåìÿ, ìîæíî âûäåëèòü êëàññ ñèòóàöèé, êîãäà ïîáóêâåííîå
êîäèðîâàíèå çàâåäîìî íåîïòèìàëüíî. Âî-ïåðâûõ, èç òåîðåìû îá ýíòðî-
ïèè íà ñîîáùåíèå ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà ñëåäóåò, ÷òî ó÷åò ïàìÿòè
èñòî÷íèêà ïîòåíöèàëüíî ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü
êîäèðîâàíèÿ. Âî-âòîðûõ, ïîáóêâåííûå ìåòîäû çàòðà÷èâàþò êàê ìèíè-
ìóì 1 áèò íà ñîîáùåíèå, òîãäà êàê ýíòðîïèÿ íà ñîîáùåíèÿ ìîæåò áûòü
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå åäèíèöû.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, ..., xi ∈ X = {x}, íà-
áëþäàåìóþ íà âûõîäå äèñêðåòíîãî ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà, äëÿ êîòî-
ðîãî èçâåñòíî âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå, ò.å. ìîæíî âû÷èñëèòü âñå ìíîãî-
ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è ïî íèì � ýíòðîïèþ íà ñîîáùåíèå
H = H∞(X).
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Ïóñòü óêàçàí íåêîòîðûé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ, êîòîðûé äëÿ ëþáûõ
n äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ Xn íà âûõîäå èñòî÷íèêà ñòðîèò
êîäîâîå ñëîâî c(x) äëèíû l(x). Òîãäà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ äëÿ
áëîêîâ äëèíû n îïðåäåëÿåòñÿ êàê

R̄n =
1

n
M [l(x)]

áèò/ñîîáùåíèå èñòî÷íèêà. Ïîäáèðàÿ äëèíó áëîêîâ, ïðè êîòîðîé ñðåä-
íÿÿ ñêîðîñòü áóäåò íàèìåíüøåé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå äëÿ
ñðåäíåé ñêîðîñòè êîäèðîâàíèÿ

R̄ = inf
n

R̄n.

Ìû ïèøåì íèæíþþ ãðàíü inf âìåñòî ìèíèìóìà, ïîñêîëüêó íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ñêîðîñòè ìîæåò äîñòèãàòüñÿ â ïðåäåëå ïðè n →∞.

Ðàññìàòðèâàåìîå êîäèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ FV-êîäèðîâàíèåì (�xed-
to-variable), ïîñêîëüêó áëîêè èç ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ñîîáùåíèé n êî-
äèðóþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè ïåðåìåííîé äëèíû. Íàøà çàäà÷à � ñâÿçàòü
äîñòèæèìûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè FV-êîäèðîâàíèÿ ñ õàðàêòåðè-
ñòèêàìè èñòî÷íèêà, â ÷àñòíîñòè, ñ åãî ýíòðîïèåé íà ñîîáùåíèå H. Íà÷-
íåì ñ îáðàòíîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2.5 Äëÿ äèñêðåòíîãî ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà ñ ýíòðîïèåé
íà ñîîáùåíèå H äëÿ ëþáîãî FV-êîäèðîâàíèÿ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

R̄ ≥ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Xn. Ê ýëåìåíòàì ýòîãî ìíî-
æåñòâà ïðèìåíèì òåîðåìó ïîáóêâåííîãî êîäèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

M [l(x)] ≥ H(Xn) = nHn(X) ≥ nH∞(X) = nH.

Çäåñü âòîðîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó òîãî, ÷òî Hn(X) íå âîçðàñ-
òàåò ñ óâåëè÷åíèåì n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

R̄n ≥ H

ïðè ëþáûõ n. Òàêèì îáðàçîì,

R̄ = inf
n

Rn ≥ H,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ¤
Ïî÷òè òàêæå ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ.
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Òåîðåìà 2.6 Äëÿ äèñêðåòíîãî ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà ñ ýíòðîïèåé
íà ñîîáùåíèå H è äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò ñïîñîá íåðàâíîìåðíîãî
FV-êîäèðîâàíèÿ òàêîé, äëÿ êîòîðîãî

R̄ ≤ H + δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðÿìîé òåîðåìîé ïîáóêâåííîãî
êîäèðîâàíèÿ äëÿ àíñàìáëÿ Xn, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðîãî ïîáóêâåííîãî êîäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

M [l(x)] ≤ H(Xn) + 1 = nHn(X) + 1. (2.4)

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî n1 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ n1 èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî

|Hn(X)−H| ≤ δ

2
,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

Hn(X) ≤ H +
δ

2
, n > n1. (2.5)

Íàéäåì n2 òàêîå, ÷òî ïðè n ≥ n2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
1

n
≤ δ

2
. (2.6)

Ñ ó÷åòîì (2.5) è (2.6) èç (2.4) ïîëó÷àåì ïðè n ≥ max{n1, n2}
R̄ = inf

m
R̄m ≤

≤ R̄n =

=
M [l(x)]

n
≤

≤ Hn(X) +
1

n
≤

≤ H +
δ

2
+

δ

2
=

= H + δ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ¤
Èòàê, âûáðàâ äîñòàòî÷íî áîëüøóþ äëèíó áëîêîâ n è ïðèìåíèâ ê áëî-

êàì ïîáóêâåííîå êîäèðîâàíèå, ìû ïîëó÷èì êîäèðîâàíèå ñî ñðåäíåé ñêî-
ðîñòüþ

H ≤ R̄ ≤ H + o(n),
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ãäå o(n) → 0 ïðè n →∞.
Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò âíåøíå îïòèìèñòè÷åñêèé ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ

ïî÷òè áåñïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Îñíîâíîå ïðåïÿò-
ñòâèå íà ïóòè åãî ïðèìåíåíèÿ � ýòî ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ñëîæíîñòè
ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû áëîêîâ n. Ïîÿñíèì ýòó ïðîáëåìó ñëåäóþùèì ïðî-
ñòûì ïðèìåðîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîäèðîâàíèþ ïîäëåæàò ôàéëû, õðàíÿùèåñÿ â ïà-
ìÿòè êîìïüþòåðà. Ñèìâîëû èñòî÷íèêà � áàéòû è, çíà÷èò, îáúåì àëôàâè-
òà |X| = 28 = 256. Ïðè êîäèðîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n = 2
îáúåì àëôàâèòà âûðàñòàåò äî |X2| = 216 = 65536. Äàëåå ïðè n = 3,
4,. . . îáúåìû àëôàâèòîâ áóäóò 224 = 16777216, 232 = 4294967296, . . . Ïî-
íÿòíî, ÷òî ðàáîòàòü ñ êîäàìè òàêèõ ðàçìåðîâ íåâîçìîæíî.

Îïèñûâàåìûé â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìåòîä àðèôìåòè÷åñêîãî êîäè-
ðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî êîäèðîâàòü áëîêè äëèíû n ñ èçáûòî÷íî-
ñòüþ ïîðÿäêà 2/n è ñî ñëîæíîñòüþ ðàñòóùåé òîëüêî ïðîïîðöèîíàëüíî
êâàäðàòó äëèíû áëîêà n. Çà ñ÷åò ïðåíåáðåæèìî ìàëîãî ïðîèãðûøà â
ñêîðîñòè êîäà ñëîæíîñòü ìîæåò áûòü ñäåëàíà äàæå ëèíåéíîé ïî äëèíå
êîäà. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå âñå øèðå ïðèìå-
íÿåòñÿ â ðàçíîîáðàçíûõ ñèñòåìàõ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè.

2.7.2 Àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå
Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû äèñêðåòíûé ïîñòîÿííûé èñòî÷íèê, âûáè-
ðàþùèé ñîîáùåíèÿ èç ìíîæåñòâà X = {1, ..., M}, ñ âåðîÿòíîñòÿìè
{p1, ..., pM}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {q1, ..., qM} êóìóëÿòèâíûå âåðîÿòíîñòè ñî-
îáùåíèé. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â êîäèðîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíî-
æåñòâà Xn = {x}. Ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà êîäèðîâàíèÿ ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå xj

i äëÿ êðàòêîé çàïèñè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(xi, ..., xj) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = (x1, ..., xn).

Ìû õîòåëè áû ïðèìåíèòü ê àíñàìáëþ Xn = {x} äîñòàòî÷íî ïðîñòîé
è ýôôåêòèâíîé ïîáóêâåííûé êîä. Óïðîùåíèå ñîñòîèò â òîì, íè êîäåð íè
äåêîäåð íå õðàíÿò è íå ñòðîÿò âñåãî ìíîæåñòâà èç |Xn| êîäîâûõ ñëîâ.
Âìåñòî ýòîãî ïðè ïåðåäà÷å êîíêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x êîäåðîì
âû÷èñëÿåòñÿ êîäîâîå ñëîâî c(x) òîëüêî äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x. Ïðàâèëî êîäèðîâàíèÿ, êîíå÷íî, èçâåñòíî äåêîäåðó è îí âîññòàíàâëè-
âàåò x ïî c(x), íå èìåÿ ïîëíîãî ñïèñêà êîäîâûõ ñëîâ.

Âîçìîæíûå êàíäèäàòû íà èñïîëüçîâàíèå â òàêîé ñõåìå � êîä Øåí-
íîíà è êîä Ãèëáåðòà-Ìóðà. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå êîäà Øåííîíà ïðåä-
ïîëàãàåò óïîðÿäî÷åííîñòü ñîîáùåíèé ïî óáûâàíèþ âåðîÿòíîñòåé. Ïðè
áîëüøèõ n ñëîæíîñòü óïîðÿäî÷åíèÿ îêàæåòñÿ íåäîïóñòèìî áîëüøîé, ïî-
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ýòîìó åäèíñòâåííûì ïðåòåíäåíòîì îñòàåòñÿ êîä Ãèëáåðòà-Ìóðà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ïîñòðîåíèÿ êîäà Ãèëáåðòà-Ìóðà êîäîâîå

ñëîâà ôîðìèðóåòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè p(x) è êóìóëÿòèâíîé âåðîÿòíîñòè
q(x) êàê ïåðâûå l(x) = d− log p(x) + 1e ðàçðÿäîâ ïîñëå òî÷êè â äâîè÷íîé
çàïèñè ÷èñëà σ(x) = q(x) + p(x)/2.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü q(x), íàäî óñëîâèòüñÿ î íåêîòîðîé íóìå-
ðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç Xn. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ñïîñîá íóìå-
ðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � èñïîëüçîâàíèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé óïîðÿ-
äî÷åííîñòè. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ áóäåò
îáîçíà÷àòüñÿ çíàêîì �≺�. Çàïèñü y ≺ x áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî y ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò x.

Ïîíÿòèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 1 (äëÿ îòäåëüíûõ ñîîáùåíèé èç X)
ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñîîáùåíèå ñ ìåíüøèì íîìåðîì ïðåäøåñòâóþò ñîîáùå-
íèþ ñ áîëüøèì íîìåðîì. Åñëè, íàïðèìåð, ýëåìåíòû X � ÷èñëà, òî x ≺ x′,
åñëè x < x′, x, x′ ∈ X.

Äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) îáî-
çíà÷èì ÷åðåç i íàèìåíüøèé èíäåêñ òàêîé, ÷òî xi 6= yi. Òîãäà y ≺ x, åñëè
yi ≺ xi.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê � ýòî ïîðÿäîê,
êîòîðûé îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ñîñòàâëåíèè ñëîâàðåé.

Èòàê, îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè êóìóëÿòèâíîé âåðîÿò-
íîñòè

q(x) =
∑
y≺x

p(y), (2.7)

ïîñêîëüêó äëÿ èñòî÷íèêà áåç ïàìÿòè âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
p(x) âû÷èñëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïî ôîðìóëå

p(x) =
n∏

i=1

p(xi).

Âûâåäåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ q(x). Äëÿ ýòîãî
âûðàçèì âåðîÿòíîñòü q(xn

1) ÷åðåç q(xn−1
1 ). Ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ýëåìåí-
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òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîêàçûâàåò, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü:

q(xn
1) =

∑
yn

1≺xn
1

p(yn
1) =

=
∑

yn−1
1 ≺xn−1

1

∑
yn

p(yn−1
1 yn) +

∑

yn−1
1 =xn−1

1

∑
yn≺xn

p(yn−1
1 yn) =

=
∑

yn−1
1 ≺xn−1

1

p(yn−1
1 ) +

∑

yn−1
1 =xn−1

1

p(yn−1
1 )

∑
yn≺xn

p(yn) =

= q(xn−1
1 ) + p(xn−1

1 )q(xn),

ãäå q(xn) îáîçíà÷àåò êóìóëÿòèâíóþ âåðîÿòíîñòü ñèìâîëà xn.
Ïîäûòîæèì íàøè âûêëàäêè â âèäå ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë

q(xn
1) = q(xn−1

1 ) + p(xn−1
1 )q(xn); (2.8)

p(xn
1) = p(xn−1

1 )p(xn). (2.9)

Â ýòîé ðåêóðñèè êàæäàÿ ïàðà çíà÷åíèé (q(xi
1), p(xi

1)) èñïîëüçóåòñÿ
ðîâíî íà îäíîì øàãå ïðè âû÷èñëåíèè ñëåäóþùåé ïàðû (q(xi+1

1 ),p(xi+1
1 )).

Ïîýòîìó ïðè ðåàëèçàöèè àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ âíîâü âû÷èñëåí-
íûå çíà÷åíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â òå æå ÿ÷åéêè ïàìÿòè, â êîòîðûõ íàõîäè-
ëèñü ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ. Â ïðèâåäåííîì íà ðèñ. 2.9 àëãîðèòìå êóìó-
ëÿòèâíûå âåðîÿòíîñòè q(xi

1), i = 1, 2, ... õðàíÿòñÿ â âèäå ïåðåìåííîé F ,
âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé p(xi

1), i = 1, 2, ... � â âèäå ïåðåìåííîé
G.

Ïðèìåð 2.7.1 Ðàññìîòðèì èñòî÷íèê èç ïðèìåðà 2.6.1: X = {a, b, c},
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé pa = 0, 1, pb = 0, 6, pc = 0, 3. Âû÷èñëåíèÿ,
âûïîëíÿåìûå àðèôìåòè÷åñêèì êîäåðîì ïðè êîäèðîâàíèè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè x = (bcbab) äëèíû n = 5, ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.3 Â ýòîé òàáëèöå
÷åðåç F̂ îáîçíà÷åíî ÷èñëî (F + G/2) îêðóãëåííîå âíèç ñ òî÷íîñòüþ äî
d− log G + 1e = 9 äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ.

Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðîöåññà êîäèðîâàíèÿ àíàëîãè÷íàÿ èí-
òåðïðåòàöèè êîäîâ Øåííîíà è Ãèëáåðòà-Ìóðà ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.10

Êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, íà êàæäîì øàãå êîäèðîâàíèÿ ïåðåñ÷èòû-
âàåòñÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà F è äëèíà G îòðåçêà, â êîòîðîì áóäåò ðàñïîëî-
æåíî ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå êîäîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ çàäàííîé
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Input: Îáúåì àëôàâèòà M
âåðîÿòíîñòè áóêâ pi, i = 1, ..., M
äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà âûõîäå èñòî÷íèêà (x1, ..., xn),
Output: Êîäîâîå ñëîâî àðèôìåòè÷åñêîãî êîäà
Êóìóëÿòèâíûå âåðîÿòíîñòè:
q1 = 0;
for i = 2 to M do

qi = qi−1 + pi−1;
end
Êîäèðîâàíèå:
for i = 1 to n do

F ← F + q(xi)G;
G ← p(xi)G;.

end
Ôîðìèðîâàíèå êîäîâîãî ñëîâà:
c ← ïåðâûå d− log Ge+ 1 ðàçðÿäîâ ïîñëå çàïÿòîé â äâîè÷íîé
çàïèñè ÷èñëà F + G/2.

Ðèñ. 2.9: Àëãîðèòì àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ

Òàáëèöà 2.3: Êîäèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðèôìåòè÷åñêèì êîäîì
Øàã i xi p(xi) q(xi) F G

0 - - - 0,0000 1,0000
1 b 0,6 0,1 0,1000 0,6000
2 c 0,3 0,7 0,5200 0,1800
3 b 0,6 0,1 0,5380 0,1080
4 a 0,1 0,0 0,5380 0,0108
5 b 0,6 0,1 0,5391 0,0065

6 Äëèíà êîäîâîãî ñëîâà d− log G + 1e = 9
Êîäîâîå ñëîâî F + G/2 = 0, 5423... →
→ F̂ = 0, 541 → 100010101
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F̂  

F̂  

bx

GF

=
==

5

;0108,0;538,0
 

0,5391+0,006

541,0ˆ =F  

Gpc  

Gpa  

538,0=F  

0,539
1 

3,0=cp  6,0=bp  1,0=ap  

cq  bq  0=aq  1 

1,0=F

bx =1    

Gpa  

7,0=+ GF  

Gpb  

cx =2    

52,0=F 7,0=+ GF  

Gpc  Gpa  Gpb  

bx =3    

646,0=+ GF  

Gpc  Gpb  

ax =4    

538,0=F  5488,0=+ GF  

Gpc  Gpa  Gpb  

0,542
3 541,0ˆ =F  

1;0 == GF  

6,0;1,0 == GF  

18,0;52,0 == GF  

108,0;538,0 == GF  

а) 

б) 

 в) 

г) 

д) 

F̂  

Ðèñ. 2.10: Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîáùåíèé. Òàê, ïîñëå ïåðâîãî øàãà (x1 = b) ìû çíà-
åì, ÷òî òî÷êà áóäåò ðàñïîëîæåíà â îòðåçêå [0,1, 0,7). Áîëåå äåòàëüíî ýòîò
îòðåçîê ïîêàçàí íà ðèñ. 2.10á. Ïîñêîëüêó âòîðàÿ áóêâà x2 = c, íà÷àëüíàÿ
òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ â çíà÷åíèå 0,52, à äëèíà èíòåðâàëà óìåíüøàåòñÿ äî
0,18 è ò.ä. Ïîñëå 5-ãî øàãà F = 0, 5391. Äîáàâèâ ñìåùåíèå G/2 è îêðóã-
ëèâ äî 9 äâîè÷íûõ çíàêîâ, ïîëó÷àåì âåëè÷èíó F̂ = 0, 541. Òåì ñàìûì
âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé îòîáðàæàåòñÿ â îäíó òî÷êó èíòåðâà-
ëà [0,1). Ýòà òî÷êà ïîìå÷åíà êðóæêîì íà ðèñóíêàõ 2.10à � ä. Êàê áûëî
ïîêàçàíî âûøå, 9 ðàçðÿäîâ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü áûëà âîññòàíîâëåíà îäíîçíà÷íî, ò.å. áëèæàéøàÿ âîçìîæíàÿ òî÷êà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîáùåíèé, óäàëåíà îò F̂
íà ðàññòîÿíèå íå ìåíåå 1/29 = 1/512.

Îáñóäèì êðàòêî âîïðîñ î ñëîæíîñòè êîäèðîâàíèÿ.
Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîì øàãå êîäèðîâàíèÿ

âûïîëíÿåòñÿ îäíî ñëîæåíèå è 2 óìíîæåíèÿ. Îòñþäà ëåãêî ñäåëàòü íåïðà-
âèëüíûé âûâîä î òîì, ÷òî ñëîæíîñòü êîäèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èç n ñîîáùåíèé ïðîïîðöèîíàëüíà n. Ýòî íåâåðíî, ïîñêîëüêó íà êàæäîì
øàãå ëèíåéíî ðàñòåò ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ñàìèõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ, ò.ê. íàðàñòàåò ÷èñëî äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ
çàïèñè îïåðàíäîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p1, ..., pM èñïîëü-
çîâàíû ÷èñëà ðàçðÿäíîñòè d. Ïîñëå ïåðâîãî øàãà êîäèðîâàíèÿ òî÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå F è G ïîòðåáóåò 2d ðàçðÿäîâ, . . . , ïîñëå n øàãîâ êîäè-
ðîâàíèÿ êîäåð è äåêîäåð áóäóò ðàáîòàòü (â õóäøåì ñëó÷àå) ñ ÷èñëàìè
ðàçðÿäíîñòè nd, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü èìååò ïîðÿäîê

d + 2d + ... + nd =
n(n + 1)

2
d.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ñëîæíîñòü àðèôìåòè÷åñêî-
ãî êîäèðîâàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà n2. Íà ñàìîì äåëå, âñå æå âîçìîæíà
ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ ñî ñëîæíîñòüþ
ïðîïîðöèîíàëüíîé n, íî çà ñ÷åò íåêîòîðîé (î÷åíü íåáîëüøîé) ïîòåðè â
òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýôôåêòèâíîñòè êîäèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì äåêîäèðîâàíèå àðèôìåòè÷åñêîãî êîäà. Äåêîäåðó àðèô-
ìåòè÷åñêîãî êîäà èçâåñòíû àëôàâèò X = {1, ...,M}, âåðîÿòíîñòè
{p1, ..., pM}, êóìóëÿòèâíûå âåðîÿòíîñòè {q1, ..., qM}, äëèíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñîîáùåíèé n è ïîëó÷åííîå èç êàíàëà çíà÷åíèå F̂ . Çàäà÷à ñîñòî-
èò â âû÷èñëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîáùåíèé x. Ýòó çàäà÷ó ðåøàåò
ïîêàçàííûé íà ðèñ. 2.11 àëãîðèòì.
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Input: Îáúåì àëôàâèòà M
âåðîÿòíîñòè áóêâ {p1, ..., pM}
êóìóëÿòèâíûå âåðîÿòíîñòè áóêâ qi, i = 1, ..., M
äëèíà äåêîäèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n
êîäîâîå ñëîâî â âèäå ÷èñëà F̂ .
Output: Äåêîäèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ (x1, ..., xn)

Èíèöèàëèçàöèÿ: qM+1 = 1; S = 0; G = 1.
Äåêîäèðîâàíèå:
for i = 1 to n do

j = 1;
while S + qj+1G < F̂ do

j ← j + 1.
end
S ← S + qjG;
G ← pjG;
xi = j.

end
Ðåçóëüòàò:ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1, ..., xn);

Ðèñ. 2.11: Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ àðèôìåòè÷åñêîãî êîäà
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Â ýòîì àëãîðèòìå ïîñëå âûïîëíåíèÿ i øàãîâ ïåðåìåííàÿ G ðàâíà âå-
ðîÿòíîñòè p(xi

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ïåðâûõ i ñèìâîëîâ, à ïåðåìåííàÿ
S ðàâíà êóìóëÿòèâíîé âåðîÿòíîñòè q(xi

1).

Ïðèìåð 2.7.2 Ðàññìîòðèì èñòî÷íèê X = {a, b, c} ñ ðàñïðåäåëåíèåì âå-
ðîÿòíîñòåé pa = 0, 1, pb = 0, 6, pc = 0, 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà âõîä
äåêîäåðà ïîñòóïèëà äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0100010101. Ïî ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóæíî âîññòàíîâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàêîäèðî-
âàííûõ ñîîáùåíèé. Ïðîñòîå, íî íå ñîâñåì ÷åñòíîå ðåøåíèå � çàãëÿíóòü
íà íåñêîëüêî ñòðàíèö íàçàä, âåäü â ïðèìåðå 2.7.1 ìû ïîëó÷èëè èìåííî
ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà âûõîäå êîäåðà. Åñëè æå äîáðîñîâåñòíî ñëåäî-
âàòü àëãîðèòìó, ïðèâåäåííîìó íà ðèñ. 2.11, òî íà ïðîìåæóòî÷íûõ øàãàõ
áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ÷èñëà, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 2.4. Êàê âèäíî èç òàá-
ëèöû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé âîññòàíîâëåíà ïðàâèëüíî.

Äåòàëè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ îá-
ñóæäàþòñÿ â ó÷åáíèêå [12].

Òàáëèöà 2.4: Äåêîäèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ïðèìåðà 2.7.2
Øàã S G Ãèïîòåçà q(x) S + qG Ðåøåíèå p(x)

x xi

0 100010101→ F̂ =0,541

1 0,0000 1,0000
a 0,0 0,0000< F̂

b 0,6b 0,1 0,1000< F̂

c 0,7 0,7000> F̂

2 0,1000 0,6000
a 0,0 0,1000< F̂

c 0,3b 0,1 0,1600< F̂

c 0,7 0,5200< F̂

3 0,5200 0,1800
a 0,0 0,5200< F̂

b 0,6b 0,1 0,5380< F̂

c 0,7 0,6460> F̂

4 0,5380 0,1080 a 0,0 0,5380< F̂
a 0,1

b 0,1 0,5488> F̂

5 0,5380 0,0108
a 0,0 0,5380< F̂

b 0,6b 0,1 0,5391< F̂

c 0,7 0,5456> F̂
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2.8 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è óíèâåðñàëüíîãî êî-
äèðîâàíèÿ èñòî÷íèêîâ

Ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ ýôôåê-
òèâíû è ïðàêòè÷íû. Îäíàêî èõ îáùèì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè
ýôôåêòèâíû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü èñòî÷íè-
êà ñîâïàäàåò èëè î÷åíü áëèçêà ê ìîäåëè, äëÿ êîòîðîé ñòðîèëñÿ êîä. Â
äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîäèðîâàíèÿ èñòî÷íèêà â óñëî-
âèÿõ îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè èëè íåïîëíîé èíôîðìèðîâàííîñòè êîäåðà
è äåêîäåðà î õàðàêòåðèñòèêàõ èñòî÷íèêà.

Óíèâåðñàëüíîå êîäèðîâàíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âõîäîì êîäåðà ÿâëÿåò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé x = (x1, ..., xn) íåêîòîðîãî èñòî÷íèêà
X. Àëôàâèò êîäåðà, äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n, àëãîðèòì ðàáîòû êîäå-
ðà èçâåñòíû äåêîäåðó. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà èñòî÷íèêà çàðàíåå íåèç-
âåñòíû. Çàäà÷à, êàê è ïðåæäå, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ýôôåê-
òèâíîå êîäèðîâàíèå, òî åñòü íàéòè ïðåäñòàâëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èñòî÷íèêà äâîè÷íîé êîäîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàèìåíüøåé äëèíû.
Îäíàêî, ðåøàòü çàäà÷ó â òàêîé ïîñòàíîâêå íå èìååò ñìûñëà. Äåëî â òîì,
÷òî íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü àëãîðèòì êîäèðîâàíèÿ, êîòîðûé áû �ñæè-
ìàë� ëþáûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñòî÷íèêà. Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî ïðè
íåðàâíîìåðíîì ïðåôèêñíîì êîäèðîâàíèè óìåíüøåíèå äëèíû îäíîé êî-
äîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà 1 ñèìâîë äîñòèãàåòñÿ óâåëè÷åíèåì äëèíû
äâóõ äðóãèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà 1 ñèìâîë. Åñëè ñ÷èòàòü âñå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èñòî÷íèêà îäèíàêîâî âåðîÿòíûìè, òî ëþáîé àëãîðèòì êî-
äèðîâàíèÿ �â ñðåäíåì� áóäåò ïðîèãðûâàòü ðàâíîìåðíîìó êîäèðîâàíèþ,
çàòðà÷èâàþùåìó íà êàæäîå ñîîáùåíèå log |X| äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ.

Ìû ñóùåñòâåííî óïðîñòèì ñèòóàöèþ, åñëè ïðèìåì ïðåäïîëîæåíèå î
òîì, ÷òî èñòî÷íèê ñîîáùåíèé ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ìû
ìîæåì ïîäñ÷èòàòü äëÿ íåãî ýíòðîïèþ íà ñîîáùåíèå è òåì ñàìûì îïðå-
äåëèòü ìèíèìàëüíî äîñòèæèìóþ ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ (ïîíÿòíî, ÷òî
îáðàòíàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ïðè îòñóòñòâèè ó
êîäåðà è äåêîäåðà èíôîðìàöèè î õàðàêòåðèñòèêàõ èñòî÷íèêà). Äëÿ ñòà-
öèîíàðíîãî èñòî÷íèêà åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü �õîðîøèì� òîò ñïîñîá êîäè-
ðîâàíèÿ, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ñêîðîñòü áëèçêóþ ê òîé ñêîðîñòè êîäè-
ðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ìîãëà áû áûòü äîñòèãíóòà ïðè èçâåñòíîé ñòàòèñòèêå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ åñòü âîçìîæ-
íîñòü äîïîëíèòåëüíî ñóçèòü êëàññ âîçìîæíûõ ìîäåëåé èñòî÷íèêà, òî
åñòü ïîìèìî ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòàöèîíàðíîñòè ñäåëàòü è äðóãèå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, ëþáàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè êîäèðîâàíèÿ.



54 2. Êîäèðîâàíèå èñòî÷íèêîâ

Îïèðàÿñü íà ýòè ïðàêòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäó-
þùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ïóñòü Ω = {ω} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòî-
ðûé êëàññ (ìíîæåñòâî) ìîäåëåé èñòî÷íèêîâ (íå îáÿçàòåëüíî äèñêðåòíîå).
Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå Ω ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ
ïîñòîÿííûõ èñòî÷íèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå êîíêðåòíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà X. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Hω ýíòðîïèþ íà ñîîáùåíèå èñòî÷íèêà äëÿ çàäàííîé ìîäåëè
ω ∈ Ω. Ïóñòü çàäàííûé àëãîðèòì êîäèðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåò äëÿ ýòîé ìî-
äåëè ïðè êîäèðîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n ñðåäíþþ ñêîðîñòü
R̄n(ω). Òåì ñàìûì îïðåäåëåíà èçáûòî÷íîñòü rn(ω) = R̄n(ω)−Hω. Èçáû-
òî÷íîñòüþ êîäèðîâàíèÿ äëÿ äàííîãî àëãîðèòìà äëÿ êëàññà ìîäåëåé Ω
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

rn(Ω) = sup
ω∈Ω

[
R̄n(ω)−Hω

]
. (2.10)

Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, ìèíèìèçèðóþùåãî èçáûòî÷-
íîñòü rn(Ω) äëÿ çàäàííîãî êëàññà ìîäåëåé Ω.

Âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå èçâåñòíîé ìîäåëè èñòî÷íèêà,
ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû n êîäèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçáûòî÷íîñòü
êîäèðîâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ. Åñëè äëÿ çàäàííîãî àëãîðèòìà èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

rn(Ω) = 0,

êîäèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ ìíîæåñòâà Ω. Êàê ìû óâè-
äèì ïîçæå, îáåñïå÷èòü ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíûå àëãîðèòìû êîäèðîâà-
íèÿ ñîâñåì íåñëîæíî, è ìû áóäåì èñêàòü òàêèå óíèâåðñàëüíûå àëãîðèò-
ìû, äëÿ êîòîðûõ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ èçáûòî÷íîñòè ìàêñèìàëüíà.

Ïîìèìî îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâî ìîäåëåé èñòî÷íèêîâ âîçìîæíû
îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ àëãîðèòìîâ. Ìû îòìåòèì äâà
íàèáîëåå âàæíûõ îãðàíè÷åíèÿ.

Âî-ïåðâûõ, âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè-
÷åíèå íà äîïóñòèìóþ çàäåðæêó êîäèðîâàíèÿ. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü
êîäåð, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ñæàòèÿ ôàéëîâ â ðåàëüíîì âðåìåíè â ïðî-
öåññå çàïèñè èíôîðìàöèè íà æåñòêèé äèñê èëè êîäåð, âõîäÿùèé â ñîñòàâ
ìîäåìà è ñæèìàþùèé èíôîðìàöèþ ïåðåä ïåðåäà÷åé ïî ëèíèè ñâÿçè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî óêàçàòü øèðîêèé êðóã çàäà÷, â êîòîðûõ çàäåðæ-
êà êîäèðîâàíèÿ íå âàæíà. Íàïðèìåð, äëÿ ïðîèçâîäèòåëÿ ïðîãðàììíîãî
îáåñïå÷åíèÿ ïðè çàïèñè ïðîãðàìì è äàííûõ íà êîìïàêòíûé äèñê çàäåðæ-
êà êîäèðîâàíèÿ íå èìååò ðåøàþùåãî çíà÷åíèÿ.

Ïî ýòîìó êðèòåðèþ ðàçëè÷àþò äâå êðàéíèå ñèòóàöèè. Îäèí êëàññ àë-
ãîðèòìîâ ðàññ÷èòàí íà ïðèìåíåíèå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàäåðæêó íåäî-
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ïóñòèìà. Íà àíãëèéñêîì ÿçûêå òàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþò on-line àëãî-
ðèòìàìè. Ìû áóäåì íàçûâàòü èõ êîäèðîâàíèåì áåç çàäåðæêè èëè ìãíî-
âåííûì êîäèðîâàíèåì. Îáùèì ñâîéñòâîì òàêèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî ïðè êîäèðîâàíèè êàæäîé âíîâü ïîñòóïèâøåé áóêâû èñòî÷íèêà
ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ î ïðåäøåñòâóþùèõ áóêâàõ, íî
íå ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ î áóäóùèõ áóêâàõ.

Âòîðîé êëàññ àëãîðèòìîâ � àëãîðèòìû äëÿ òåõ çàäà÷, â êîòîðûõ çà-
äåðæêà íå èìååò çíà÷åíèÿ. Ýòè àëãîðèòìû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå íàçûâà-
þòñÿ o�-line àëãîðèòìàìè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí �äâóõïðîõîä-
íîå êîäèðîâàíèå�. Ýòîò òåðìèí ïðàâèëüíî îòðàæàåò ñóòü êîäèðîâàíèÿ
ïðè íåîãðàíè÷åííîé çàäåðæêå. Êîäåð ñíà÷àëà èññëåäóåò ñòàòèñòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðèíèìàåò ðåøåíèå î ñòðàòåãèè êîäèðî-
âàíèÿ. Çàòåì, íà âòîðîì ïðîõîäå, ïðîèçâîäèòñÿ ñîáñòâåííî êîäèðîâàíèå.

Ïîñêîëüêó ëþáîé àëãîðèòì ìãíîâåííîãî êîäèðîâàíèÿ ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü â ñèñòåìàõ ñ íåîãðàíè÷åííîé çàäåðæêîé, âòîðîé êëàññ àëãîðèò-
ìîâ, êîíå÷íî, ïîëíîñòüþ âêëþ÷àåò ïåðâûé êëàññ àëãîðèòìîâ. Âîïðîñ, íà
êîòîðûé íàì ïðåäñòîèò îòâåòèòü � íàñêîëüêî âåëèê âûèãðûø, êîòîðûé
ìîæíî ïîëó÷èòü, �çàãëÿäûâàÿ âïåðåä� ïðè êîäèðîâàíèè.

Åùå îäíî îãðàíè÷åíèå, ó÷èòûâàåìîå ïðè âûáîðå àëãîðèòìà � ñëîæ-
íîñòü êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ.

Èòàê, öåëü èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ óíèâåðñàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ �
ïîñòðîåíèå êîäåðîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ìèíèìàëüíóþ èçáûòî÷íîñòü äëÿ
çàäàííîãî êëàññà ìîäåëåé ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà çàäåðæêó è ñëîæíîñòü.

2.9 Äâóõïðîõîäíîå ïîáóêâåííîå êîäèðîâà-
íèå

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñòî÷íèê âûáèðàåò ñîîáùåíèÿ
èç ìíîæåñòâà X = {0, ..., M − 1}. Ïóñòü x = (x1, ..., xn) � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íà âûõîäå èñòî÷íèêà. Ìíîæåñòâî ñîîáùåíèé X, è äëèíó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñ÷èòàåì çàðàíåå èçâåñòíûìè êîäåðó è äåêîäåðó.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå êîäèðîâàíèå äëÿ êëàññà èñ-
òî÷íèêîâ áåç ïàìÿòè ñ íåèçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà
áóêâàõ èñòî÷íèêà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé î÷åâèäíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ
çàäà÷è. Êîäåð ñíà÷àëà ïðîñìàòðèâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è îïðåäåëÿ-
åò ÷èñëî ïîÿâëåíèé τn(a) êàæäîé áóêâû a ∈ X â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x
äëèíû n. Çàòåì, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ, âû÷èñëÿåò îöåíêè
âåðîÿòíîñòåé ñîîáùåíèé è ñòðîèò ïî íèì íåêîòîðûé êîä äëÿ ìíîæåñòâà
X. Íà âòîðîì ïðîõîäå ýòîò êîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòè ñîîáùåíèé èñòî÷íèêà. Êîäîâîå ñëîâî ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé
c(x) = (c1(x), c2(x)). Ïåðâàÿ ÷àñòü c1(x) ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îá èñ-
ïîëüçîâàííîì êîäå, âòîðàÿ c2(x) � ñîáñòâåííî çàêîäèðîâàííóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü áóêâ.

Äåêîäåð ñíà÷àëà ïî c1(x) ñòðîèò êîä, çàòåì ïî c2(x) âîññòàíàâëèâàåò
îäíî çà äðóãèì çàêîäèðîâàííûå ñîîáùåíèÿ.

Â ýòî îïèñàíèå âêëàäûâàåòñÿ öåëîå ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, îòëè÷à-
þùèõñÿ äðóã îò äðóãà âûáîðîì êîäà è ñïîñîáîì ïåðåäà÷è ñëóæåáíîé
èíôîðìàöèè. Ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïîáóêâåííîì êî-
äèðîâàíèè êîäîì Õàôôìåíà.

Ïîÿñíèì ðàáîòó äâóõïðîõîäíîãî ïîáóêâåííîãî êîäåðà ïðèìåðîì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ äàííûå, õðàíÿùè-
åñÿ â ïàìÿòè ÝÂÌ â âèäå áàéòîâ, òî åñòü îáúåì àëôàâèòà |X| = 256. Â
êà÷åñòâå òåñòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà êîòîðîé ìû áóäåì èñïûòûâàòü
âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ðàçäåëå ìåòîäû, ìû âûáðàëè ïîó÷èòåëüíóþ
ïîñëîâèöó

IF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CAN (2.11)

Ìû çàìåíèëè ïðîáåëû ïîä÷åðêèâàíèÿìè, ÷òîáû ñäåëàòü èõ âèäèìû-
ìè è ÷òîáû íå çàáûòü, ÷òî ïðîáåë, êàê è ëþáîé äðóãîé ñèìâîë, äîëæåí
áûòü çàêîäèðîâàí è ïåðåäàí. Ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà êîäè-
ðóåìîãî òåêñòà è ñîîòâåòñòâóþùèé êîä Õàôôìåíà äëÿ áóêâ àëôàâèòà X
ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1 è l2 äëèíó ïåðâîé è âòîðîé
÷àñòè êîäîâîãî ñëîâà. Äëèíà l2 ðàâíà ñóììå äëèí êîäîâûõ ñëîâ èíôîð-
ìàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîäñ÷èòàòü åå ëåãêî:

l2 = 6 + 6 + 12× 2 + 5× 3 + ... + 6 = 178.

×òîáû ïîäñ÷èòàòü l1, íóæíî óñëîâèòüñÿ î ñïîñîáå ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè
î êîäå. Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò íà óì � ïåðå÷èñëèòü áóêâû, äëèíû êîäîâûõ
ñëîâ, ñàìè êîäîâûå ñëîâà. Ýòîò ïîäõîä çàâåäîìî íåýôôåêòèâåí. Ãîðàçäî
ýêîíîìè÷íåå ïåðåäàòü ñòðóêòóðó êîäîâîãî äåðåâà. Çíàÿ åå, äåêîäåð ñàì
åäèíñòâåííûì îáðàçîì âîññòàíîâèò âñå êîäîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Êîäîâîå äåðåâî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîäà ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.12. Âñå
âåðøèíû äåðåâà ðàçìå÷åíû. Íóëåì ïîìå÷åíû ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû,
åäèíèöåé � êîíöåâûå. Áóäåì ñ÷èòûâàòü ñèìâîëû, ïðèïèñàííûå âåðøè-
íàì, ÿðóñ çà ÿðóñîì, íà÷èíàÿ ñ êîðíÿ äåðåâà, ñâåðõó âíèç. Â äàííîì
ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

00010000010100110111101101111.
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Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 29 äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ íå òîëüêî ïîëíîñòüþ
îïèñûâàåò äåðåâî, íî è íåñåò èíôîðìàöèþ î êîëè÷åñòâå ðàçëè÷íûõ áóêâ
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, äåêîäåð ïî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ÿðóñ çà ÿðóñîì ìîæåò âîññòàíîâèòü äåðåâî. Ïðî÷èòàâ ïåðâûé íóëåâîé
ñèìâîë, îí óçíàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæàëà, ïî ìåíüøåé ìå-
ðå, 2 ðàçëè÷íûå áóêâû. Ïî ñëåäóþùèì äâóì ñèìâîëàì, îí îïðåäåëÿåò,
÷òî íà ïåðâîì ÿðóñå êîíöåâûõ óçëîâ íåò è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ñëåäóþ-
ùåì (âòîðîì) ÿðóñå èìååòñÿ 4 âåðøèíû. Ïðî÷èòàâ 4 ñèìâîëà, ïîëó÷àåì
êîíöåâóþ âåðøèíó íà âòîðîì ÿðóñå è 6 âåðøèí íà 3-ì ÿðóñå è ò.ä. Íà
6-ì ÿðóñå âñå âåðøèíû îêàçàëèñü êîíöåâûìè, çíà÷èò ïîñòðîåíèå äåðå-
âà çàâåðøåíî. ×òîáû çàâåðøèòü îïèñàíèå êîäà, íóæíî óêàçàòü, êàêàÿ
êîíêðåòíî áóêâà ñîîòâåòñòâóåò êàæäîìó êîäîâîìó ñëîâó. Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî 8 áèò íà êàæäóþ áóêâó. Â ðåçóëüòàòå çàòðàòû íà èíôîðìàöèþ
î êîäå ñîñòàâÿò

l1 = 29 + 8× 15 = 149 áèò.

Ïåðåäà÷à âñåãî ôàéëà ïîòðåáóåò

l = l1 + l2 = 149 + 178 = 327 áèò. (2.12)

Îòìåòèì, ÷òî áåç êîäèðîâàíèÿ ìû çàòðàòèëè áû 50 × 8=400 áèò. Îá-
ðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî �âñïîìîãàòåëüíàÿ� èíôîðìàöèÿ
(èíôîðìàöèÿ î êîäå) ñîñòàâëÿåò ïî÷òè ïîëîâèíó äëèíû êîäîâîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû êî-
äèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëÿ ñëóæåáíîé èíôîðìàöèè óìåíüøèòñÿ,
è ýôôåêòèâíîñòü êîäèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííî âîçðàñòåò.

Çàòðàòû íà ñëóæåáíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî óìåíüøèòü, åñëè çàìå-
òèòü, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî æå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ìíîãî êîäîâ Õàôôìåíà. Âñå ýòè êîäû îäèíàêîâî ýôôåêòèâíû.
Íåò íåîáõîäèìîñòè ïåðåäàâàòü òî÷íóþ ñòðóêòóðó äåðåâà. Íóæíî ïåðå-
äàòü ìèíèìàëüíûå ñâåäåíèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîãî èç êî-
äîâ Õàôôìåíà.

Íàçîâåì ðåãóëÿðíûì íåðàâíîìåðíûé êîä â êîòîðîì êîðîòêèå êîäî-
âûå ñëîâà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóþò áîëåå äëèííûì. Ðåãóëÿð-
íûé êîä äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà ïðèâåäåí â òàáëèöå 2.9, à åãî
äåðåâî � íà ðèñ. 2.13. Äëÿ îïèñàíèÿ ðåãóëÿðíîãî êîäà äîñòàòî÷íî óêà-
çàòü ÷èñëî êîíöåâûõ âåðøèí íà êàæäîì èç ÿðóñîâ ñ íîìåðàìè 0,. . . ,lmax,
ãäå lmax � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà êîäîâîãî ñëîâà. Ïîäñ÷åò ÷èñëà áèò íà
ïåðåäà÷ó äåðåâà äëÿ ðåãóëÿðíîãî êîäà èëëþñòðèðóåòñÿ òàáëèöåé 2.7.
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Òàáëèöà 2.5: Êîä Õàôôìåíà äëÿ òåêñòà (2.11)

Áóêâà ×èñëî ïîÿâëåíèé Äëèíà êîäîâîãî Êîäîâîå
cëîâà ñëîâî

I 1 6 010000
F 1 6 010001
_ 12 2 00
W 5 3 100
E 4 4 0101
C 2 5 01001
A 4 4 1010
N 3 4 1011
O 5 3 110
T 1 6 011110
D 4 4 0110
S 3 4 1110
U 2 4 1111
L 2 5 01110
H 1 6 011111

Òàáëèöà 2.6: Ðåãóëÿðíûé êîä Õàôôìåíà
Áóêâà Íîìåð ÿðóñà (äëèíà êîäîâîãî ñëîâà) Êîäîâîå ñëîâî

_ 2 00
O 3 010
W 3 011
A 4 1000
D 4 1001
E 4 1010
N 4 1011
S 4 1100
U 4 1101
C 5 11100
L 5 11101
F 6 111100
H 6 111101
I 6 111110
T 6 111111
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Ðèñ. 2.12: Êîäîâîå äåðåâî êîäà Õàôôìåíà äëÿ òåêñòà (2.11)

Òàáëèöà 2.7: Ïîäñ÷åò ÷èñëà áèò íà ïåðåäà÷ó äåðåâà ðåãóëÿðíîãî êîäà
ßðóñ Îáùåå ÷èñ- ×èñëî êîíöå- Äèàïàçîí Çàòðàòû

ëî âåðøèí âûõ âåðøèí ni çíà÷åíèé ni â áèòàõ
0 1 0 0. . . 1 1
1 2 0 0. . . 2 2
2 4 1 0. . . 4 3
3 6 2 0. . . 6 3
4 8 6 0. . . 8 4
5 4 2 0. . . 4 3
6 4 4 0. . . 4 3

Âñåãî 19

Ëåììà 2.7 Ïîëíîå êîäîâîå äåðåâî, èìåþùåå M êîíöåâûõ âåðøèí, èìå-
åò M−1 ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí. Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ äåðåâà äîñòà-
òî÷íî 2M − 1 áèò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå èç äâóõ óòâåðæäåíèé ëåììû ëåãêî äîêà-
çàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ìû ïðåäîñòàâëÿåì
ýòî ñäåëàòü ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòî-
ðîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî óêàçàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïèñàíèÿ
äåðåâà ñ ïîìîùüþ äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 2M − 1. Òàêîé
àëãîðèòì áûë îïèñàí âûøå íà ïðèìåðå êîäèðîâàíèÿ òåêñòà (2.11). ¤

Îöåíêó àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè äâóõïðîõîäíîãî êîäèðîâà-
íèÿ ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
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Ðèñ. 2.13: Êîäîâîå äåðåâî äëÿ ðåãóëÿðíîãî êîäà Õàôôìåíà

Òåîðåìà 2.8 Ïðè äâóõïðîõîäíîì êîäèðîâàíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîäà
Õàôôìåíà äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî èñòî÷íèêà ñ îáúåìîì àëôàâèòà M
è ýíòðîïèåé H ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó

R̄ ≤ H + 1 +
1

n
(M log M + 3M − 1) . (2.13)

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ â [12].

2.10 Íóìåðàöèîííîå êîäèðîâàíèå
Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì îäèí èç èñòîðè÷åñêè ïåðâûõ ìåòîäîâ óíèâåðñàëü-
íîãî êîäèðîâàíèÿ. Åãî àâòîðîì ÿâëÿåòñÿ Ôèòèíãîô Á. Ì. [19].

Ñ÷èòàåì, ÷òî àëôàâèòîì èñòî÷íèêà ñëóæèò ìíîæåñòâî ÷èñåë X =
{0, ..., M − 1}. Ïóñòü x = (x1, ..., xn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà âûõîäå
èñòî÷íèêà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïîñîá äâóõïðîõîäíîãî êîäèðîâàíèÿ.

Êîäîâîå ñëîâî íóìåðàöèîííîãî êîäà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ
÷àñòü ñîäåðæèò çàêîäèðîâàííûé ðàâíîìåðíûì êîäîì íîìåð êîìïîçèöèè
τ n(x) = (τ0(x), ..., τM−1(x)) â ñïèñêå âñåõ âîçìîæíûõ êîìïîçèöèé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé äëèíû n íàä àëôàâèòîì X. Âòîðàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò çà-
êîäèðîâàííûé ðàâíîìåðíûì êîäîì íîìåð äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x
â ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷åííîì ñïèñêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ îäè-
íàêîâîé êîìïîçèöèåé τ n(x).
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Îöåíèì èçáûòî÷íîñòü íóìåðàöèîííîãî êîäèðîâàíèÿ ×èñëî ðàçëè÷-
íûõ êîìïîçèöèé ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ïî ôîðìóëå ([12])

Nτ(n,M) =

(
n + M − 1

M − 1

)
(2.14)

è ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ôèêñèðîâàííîé êîìïîçèöèåé N(τ ) ïî
ôîðìóëå ([12])

N(τ ) =
n!

τ0!...τM−1!
. (2.15)

Äëÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ÷åðåç l1(x) è l2(x) îáîçíà÷èì
äëèíó ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòåé êîäîâîãî ñëîâà. Èç ôîðìóë (2.14) è (2.15)
ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ äëèíû l(x) êîäîâîãî ñëîâà:

l(x) = l1(x) + l2(x) =

= dlog Nτ(M)e+ dlog N(τ )e =

=

⌈
log

(
n + M − 1

M − 1

)⌉
+

⌈
log

n!∏M−1
i=0 τi(x)!

⌉
. (2.16)

Îáðàòèìñÿ ê íàøåìó ïðèìåðó òåêñòà

IF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CAN

Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò ïî ôîðìóëàì (2.14) � (2.16) ïðèâîäèò ê ðå-
çóëüòàòàì

l1 =

⌈
log

(
50 + 255

255

)⌉
= 190 áèò,

l2 =

⌈
log

(
50!

12!5!24!33!22!3

)⌉
= 150 áèò.

Ñðàâíèâàÿ ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì, âèäèì, ÷òî l1 íåîæèäàííî âå-
ëèêî, à l2 ðåêîðäíî ìàëî. Íå ìîæåò áûòü, ÷òîáû íå ñóùåñòâîâàëî áîëåå
ýôôåêòèâíîãî ïðàâèëà ïåðåäà÷è êîìïîçèöèè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôîðìóëà (2.14) òî÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî, óìåíü-
øåíèå áèòîâûõ çàòðàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
ìû îòêàæåìñÿ îò ðàâíîìåðíîãî êîäèðîâàíèÿ íîìåðîâ êîìïîçèöèé. Äëÿ
êàêèõ-òî êîìïîçèöèé ìû äîëæíû òðàòèòü åùå áîëüøå áèò, ÷åì ðàíüøå, è
òîãäà, âîçìîæíî, äëÿ íåêîòîðûõ êîìïîçèöèé, êîäèðîâàíèå ñòàíåò çíà÷è-
òåëüíî áîëåå ýôôåêòèâíûì. Ïî-âèäèìîìó, â �ïðèâèëåãèðîâàííîå� ïîëî-
æåíèå äîëæíû áûòü ïîñòàâëåíû òå êîìïîçèöèè, äëÿ êîòîðûõ �ñæàòèå� â
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ïðèíöèïå îñóùåñòâèìî, ò.å. êîìïîçèöèè, ñîäåðæàùèå ñèëüíî ðàçíÿùèåñÿ
êîìïîíåíòû.

Ìû áóäåì îòäåëüíî ïåðåäàâàòü êîìïîçèöèþ, à çàòåì óêàçûâàòü, êà-
êèå áóêâû ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì êîìïîçèöèè. Êîìïî-
çèöèþ ïåðåä ïåðåäà÷åé îòñîðòèðóåì. Â äàííîì ïðèìåðå ñîðòèðîâàííàÿ
êîìïîçèöèÿ èìååò âèä τ̃ = (τ̃0, ..., τ̃M−1)=(12, 5, 5, 4, 4, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 1,
1, 1, 1, 0,. . . ., 0). Äëÿ ýëåìåíòîâ êîìïîçèöèè èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

1 ≤ τ̃0 ≤ n, τ̃j+1 ≤ τ̃j, j ≥ 0.

Ïðèïèñûâàÿ âñåì òàêèì êîìáèíàöèÿì îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè, ñ ïî-
ìîùüþ àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ ìîæíî ïåðåäàòü íîìåð êîìïîçè-
öèè, çàòðàòèâ íå áîëåå




log


n

∏
j:τj>0

τj







. (2.17)

áèò.
Îñòàëîñü îöåíèòü çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó áóêâàìè

àëôàâèòà è êîìïîíåíòàìè êîìïîçèöèè. Äëÿ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé êîì-
ïîçèöèè ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ áóêâ íå ñóùåñòâåíåí. Ââåäåì êîìïîçèöèþ
ñîðòèðîâàííîé êîìïîçèöèè è îáîçíà÷èì åå τ ′ = (τ ′0, τ

′
1, ...). Â äàííîì

ïðèìåðå τ ′=(1,2,3,2,3,4,241). Äîñòàòî÷íî ïåðåäàòü, â êàêóþ èç ýòèõ 7 êà-
òåãîðèé ïîïàëà êàæäàÿ áóêâà àëôàâèòà. Äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ ãîäèòñÿ ôîðìóëà (2.15). Ïîýòîìó çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó êîìïî-
çèöèè ìîæíî ïîäñ÷èòàòü êàê

l1 =




log


n

∏

j:τj>0

τj







+




log


 M !∏

j

τ ′j!







= 25 + 108 = 133 áèò. (2.18)

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ íóìåðàöèîííîãî êîäèðîâàíèÿ ñîñòàâ-
ëÿåò

l = l1 + l2 = 283 áèò
Îöåíèì òåïåðü ýôôåêòèâíîñòü íóìåðàöèîííîãî êîäèðîâàíèÿ äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî èñòî÷íèêà ñ íåèçâåñòíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé êîãäà äëèíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè n äîñòàòî÷íî âåëèêà è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî n >> M .
Äëÿ îöåíêè ÷èñëà êîìïîçèöèé âìåñòî ôîðìóëû (2.14) ìû âîñïîëüçóåìñÿ
îöåíêîé

Nτ(n,M) ≤ (n + 1)M−1 . (2.19)
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Îíà âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ïðèíèìàåò îäíî èç
(n + 1) çíà÷åíèé îò 0 äî n è ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà êîìïîçèöèè îäíî-
çíà÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðâûì M − 1 êîìïîíåíòàì. Äëÿ îöåíêè ÷èñëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ çàäàííîé êîìïîçèöèåé âîñïîëüçóåìñÿ (2.15). Ïî-
ëó÷èì

l(x) = l1(x) + l2(x) =

= dlog Nτ(M)e+ dlog N(τ )e ≤
≤ nH(p̂)− M − 1

2
log(2πn)−

−1

2

∑
i

log(p̂i) + (M − 1) log(n + 1) + 1.

Òåïåðü ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà n è óñðåäíèì ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿì x. Ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.9 Ïðè íóìåðàöèîííîì êîäèðîâàíèè äèñêðåòíîãî ïîñòîÿí-
íîãî èñòî÷íèêà ñ îáúåìîì àëôàâèòà M è ýíòðîïèåé H ñðåäíÿÿ ñêî-
ðîñòü êîäèðîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

R̄ ≤ H +
M − 1

2

log(n + 1) + K

n
, (2.20)

ãäå âåëè÷èíà K íå çàâèñèò îò äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n.

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ñ îöåíêîé (2.13) ñðåäíåé ñêîðîñòè äâóõïðîõîäíîãî
àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè áîëüøèõ n èçáû-
òî÷íîñòü íóìåðàöèîííîãî êîäèðîâàíèÿ ïðèìåðíî â 2 ðàçà ìåíüøå.

2.11 Àäàïòèâíîå êîäèðîâàíèå
Ìû ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ óíèâåðñàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ áåç çàäåðæêè.
Êîäåðó ïðè ïîñòóïëåíèè íà åãî âõîä î÷åðåäíîãî ñîîáùåíèÿ òåïåðü íåäî-
ñòóïíà èíôîðìàöèÿ î ñîîáùåíèÿõ, êîòîðûå ïîÿâÿòñÿ â áóäóùåì. Ïîýòî-
ìó ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ òåêóùåãî ñîîáùåíèÿ áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò
òîãî, êàêèìè áûëè ïðåäûäóùèå ñîîáùåíèÿ.

Åñòåñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä. Êîäåð
(è äåêîäåð) ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óæå ïåðåäàííûõ ñîîáùåíèé îöåíèâà-
þò âåðîÿòíîñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëåäóþùåãî ñîîáùåíèÿ è ñòðîÿò
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äëÿ íåãî êîä â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè îöåíêàìè âåðîÿòíîñòåé. Åñëè èñ-
òî÷íèê ñòàöèîíàðåí, òî ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû óæå çàêîäèðîâàííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíêè âåðîÿòíîñòåé áóäóò âñå áîëåå òî÷íûìè è êîäè-
ðîâàíèå � âñå áîëåå ýôôåêòèâíûì. Ó äåêîäåðà íå âîçíèêíåò ïðîáëåì ñ
âîññòàíîâëåíèåì äàííûõ, ïîñêîëüêó îí ðàñïîëàãàåò âñåé èíôîðìàöèåé,
èñïîëüçîâàííîé êîäåðîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîäà.

Â ðàìêàõ ýòîé îáùåé ñõåìû åñòü íåñêîëüêî ñòåïåíåé ñâîáîäû âûáîðà
êîíêðåòíîé ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ìåíÿòü ñëåäó-
þùèå õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòìà:

• äëèíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîáùåíèé, ïî êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ
îöåíêè âåðîÿòíîñòåé;

• ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê âåðîÿòíîñòåé;

• ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ïðè èçâåñòíûõ îöåíêàõ âåðîÿòíîñòåé.
Îáñóäèì ýòè âîçìîæíîñòè. Íà÷íåì ñ âîïðîñà î âûáîðå äëèíû �îêíà�,

ò.å. äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî êîòîðîé îöåíèâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè ñî-
îáùåíèé. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî óâåëè÷åíèå äëèíû îêíà äîëæíî ïðèâî-
äèòü ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè îöåíîê, è, êàê ñëåäñòâèå, ê ïîâûøåíèþ ýô-
ôåêòèâíîñòè êîäèðîâàíèÿ. Ýòî ñîîáðàæåíèå âåðíî, åñëè âåðíà ãèïîòåçà
î ñòàöèîíàðíîñòè èñòî÷íèêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáîð êîðîòêîãî îêíà
ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå óäà÷íûì, ïîñêîëüêó ïîçâîëèò êîäåðó è äåêîäåðó
áûñòðåå àäàïòèðîâàòüñÿ ê èçìåíåíèÿì ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ èñòî÷íè-
êà. Áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî è äëÿ ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷-
íèêà äîñòàòî÷íî âûáèðàòü îêíî ñ äëèíîé â íåñêîëüêî ðàç ïðåâûøàþùåé
îáúåì àëôàâèòà èñòî÷íèêà. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå äëèíû îêíà íå ïðè-
âåäåò çàìåòíîìó óìåíüøåíèþ èçáûòî÷íîñòè. Èñõîäÿ èç ýòîãî, êàæåòñÿ
öåëåñîîáðàçíûì âñåãäà âûáèðàòü îêíà êîíå÷íîé äëèíû.

Îäíàêî, íà ïóòè ðåàëèçàöèè òàêîãî ïîäõîäà èìååòñÿ �ïîäâîäíûé êà-
ìåíü�, ýòî îòíîñèòåëüíî âûñîêàÿ ñëîæíîñòü êîäèðîâàíèÿ. Äåëî â òîì,
÷òî ïðè �áåñêîíå÷íîì îêíå� (êîãäà îêíîì ñëóæèò âñÿ ïðåäøåñòâóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé) âñÿ íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðåäøå-
ñòâóþùèõ ñîîáùåíèÿõ õðàíèòñÿ â âèäå ñ÷åò÷èêîâ ÷èñëà ïîÿâëåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ áóêâ (÷èñëî ñ÷åò÷èêîâ ðàâíî îáúåìó àëôàâèòà èñòî÷íèêà). Ïðè
îêíå êîíå÷íîé äëèíû ïðè ïîñòóïëåíèè îò èñòî÷íèêà íîâîé áóêâû íóæ-
íî íå òîëüêî íàðàñòèòü íà 1 çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñ÷åò÷èêà, íî è
óìåíüøèòü íà 1 çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà äëÿ òîé áóêâû, êîòîðàÿ â äàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè îêàçàëàñü çà ïðåäåëàìè îêíà. Äëÿ ýòîãî ïðèäåòñÿ ïîìíèòü
âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ, õðàíÿùèõñÿ â îêíå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îá-
ñòîÿòåëüñòâà îáû÷íî âåðîÿòíîñòè îöåíèâàþòñÿ ïî âñåé ïðåäøåñòâóþùåé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. (Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â ïðàêòè÷åñêèõ ñõåìàõ ñæà-
òèÿ ïðèìåíÿþò íåêîòîðûå óõèùðåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå îáåñïå÷èòü áûñò-
ðóþ àäàïòàöèþ îöåíîê âåðîÿòíîñòåé áåç õðàíåíèÿ �îêíà�. Îïèñàíèå ýòèõ
ñõåì âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî ïîñîáèÿ).

Âûáîð ôîðìóë äëÿ îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé è âûáîð ñïîñîáà êîäè-
ðîâàíèÿ âçàèìîñâÿçàíû. Íà ïåðâûé âçãëÿä, îöåíêà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
xn+1 = a, äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, ..., xn ïî ôîð-
ìóëå

p̂n(a) =
τn(a)

n
, (2.21)

ãäå ÷åðåç τn(a) îáîçíà÷åíî ÷èñëî ïîÿâëåíèé áóêâû a â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè äëèíû n. Îäíàêî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé ôîðìóëû äëÿ íåêîòîðûõ
áóêâ îöåíêà âåðîÿòíîñòè îêàæåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ýòî íå âûçîâåò ñåðüåç-
íûõ ïðîáëåì, åñëè äëÿ êîäèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, êîä Õàôô-
ìåíà. Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè êîäîâ Øåííîíà, Ãèëáåðòà-Ìóðà èëè
àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ íóëåâûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåäîïó-
ñòèìû.

Â ëèòåðàòóðå ïî êîäèðîâàíèþ èñòî÷íèêîâ ìîæíî íàéòè ìíîãî ñïî-
ñîáîâ çàïèñè îöåíîê âåðîÿòíîñòåé áóêâ (ñì., íàïðèìåð, [11]). Íàïðèìåð,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

p̂n(a) =
τn(a) + 1

n + M
. (2.22)

Ñìûñë ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ÷èñëèòåëå ôîðìóëû äî-
áàâëåíà 1 ê ñ÷åò÷èêó ÷èñëà ïîÿâëåíèé áóêâ è òåì ñàìûì ìû èñêëþ÷èëè
íóëåâûå âåðîÿòíîñòè. Ê çíàìåíàòåëþ ïðèøëîñü äîáàâèòü îáúåì àëôà-
âèòà, èíà÷å íàðóøèëîñü áû óñëîâèå íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòåé. Ïðè óâå-
ëè÷åíèè äëèíû n ðàçëè÷èå ìåæäó ôîðìóëàìè (2.21) è (2.22) ñòàíîâèòñÿ
íåñóùåñòâåííûì, èõ ìîæíî ñ÷èòàòü àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè.
Îäíàêî, ïðè äëèíå n ñîïîñòàâèìîé ñ îáúåìîì àëôàâèòà M îöåíêè, ïîä-
ñ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (2.22) áóäóò çíà÷èòåëüíî ìåíüøå íåñìåùåííûõ
îöåíîê (2.21), è ïîýòîìó çàòðàòû íà êîäèðîâàíèå áóêâ (ìèíóñ ëîãàðèô-
ìû âåðîÿòíîñòåé áóêâ) áóäóò çàìåòíî áîëüøå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, ïî
êðàéíåé ìåðå, äëÿ êîðîòêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ôîðìóëà (2.22) íåýô-
ôåêòèâíà.

Ïðèìåð 2.11.1 Êîäèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

IF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CAN
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×òîáû îïðåäåëèòü äëèíó êîäîâîãî ñëîâà, íóæíî âû÷èñëèòü ÷èñëî G,
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äî íà-
÷àëà êîäèðîâàíèÿ G = 1. Ïîñëå êîäèðîâàíèÿ áóêâû �I� â ñîîòâåòñòâèè ñ
(2.22) G = 1/256 è ò. ä., â ðåçóëüòàòå øàã çà øàãîì ïîëó÷èì

G = 1 · 1

256
· 1

257
· 1

258
· 1

259
· 1

260
· 2

261
· . . . =

=
12!(5!)2(4!)3(3!)2(2!)3

256 · . . . · 305
.

Äëèíà êîäîâîãî ñëîâà ðàâíà

l = d− log Ge+ 1 = 342 áèò. (2.23)

Âûâîä íèæíåé ãðàíèöû èçáûòî÷íîñòè ïîäñêàçûâàåò, ÷òî, âîçìîæíî,
ñìåùåíèå îöåíêè â (2.22) âûáðàíî íå ëó÷øèì ñïîñîáîì. Ïîïðîáóåì ïîä-
ñòàâèòü ñìåùåíèå 1/2. Ïîëó÷èì

p̂n(a) =
τn(a) + 1/2

n + M/2
=

2τn(a) + 1

2n + M
. (2.24)

Ïðèìåð 2.11.2 Äëÿ òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõîäíûõ äàííûõ, ÷òî
è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè (2.24) ïîëó÷èì

G = 1 · 1

256
· 1

258
· 1

260
· 1

262
· 1

264
· 3

266
· . . . =

=
23!!(9!!)2(7!!)3(5!!)2(3!!)3

256 · . . . · 305
.

Çäåñü è äàëüøå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

(2n− 1)!! = 1× 3× ...× (2n− 1),

(2n)!! = 2× 4× ...× (2n).

Íîâàÿ äëèíà êîäîâîãî ñëîâà ðàâíà

l = d− log Ge+ 1 = 323 áèò. (2.25)

Ïðîñòîå óñîâåðøåíñòâîâàíèå ôîðìóëû äàëî çàìåòíûé âûèãðûø â ýô-
ôåêòèâíîñòè êîäèðîâàíèÿ. Åùå áîëåå ïðàêòè÷åí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
ââåäåíèè â àëôàâèò äîïîëíèòåëüíîé áóêâû, êîòîðóþ ìû íàçîâåì esc-
ñèìâîëîì. Íàçâàíèå áóêâû, êàê ìû óâèäèì ïîçæå, âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò
ñïîñîáó åå ïðèìåíåíèÿ.
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Òåì áóêâàì àëôàâèòà, êîòîðûå óæå âñòðå÷àëèñü â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè èç n ïðåäøåñòâóþùèõ áóêâ, ïðèïèñûâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè

p̂n(a) =
τn(a)

n + 1
, τn(a) > 0.

Åñëè æå â ìîìåíò âðåìåíè n + 1 ïîÿâèëàñü áóêâà, êîòîðîé ðàíåå íè
ðàçó íå áûëî, òî ïåðåäàåòñÿ esc-ñèìâîë, êîòîðîìó ïðèïèñûâàåòñÿ âåðî-
ÿòíîñòü

p̂n(esc) =
1

n + 1
,

à çàòåì ïåðåäàåòñÿ ñàìà áóêâà, ïðè ýòîì âñåì áóêâàì, êîòîðûå íå âñòðå-
÷àëèñü, ïðèïèñûâàþòñÿ îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè.

Ýòó ñòðàòåãèþ êîäèðîâàíèÿ (íàçîâåì åå A-àëãîðèòìîì) ìîæíî
ïîäûòîæèòü â âèäå ñëåäóþùåé ôîðìóëû

p̂n(a) =

{
τn(a)
n+1 , åñëè τn(a) > 0;
1

n+1
1

M−Mn
, åñëè τn(a) = 0,

(2.26)

ãäå Mn îáîçíà÷àåò ÷èñëî ðàçëè÷íûõ áóêâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äëèíû n. Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè esc-ñèìâîëà,
ìû èññëåäóåì äàëåå íà ïðèìåðå, à çàòåì îöåíèì åãî ýôôåêòèâíîñòü ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ïðîèçâîëüíîìó äèñêðåòíîìó ïîñòîÿííîìó èñòî÷íèêó.

Ïðèìåð 2.11.3 (Àëãîðèòì À). Ñíîâà êîäèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

IF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CAN

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðâûõ øàãîâ êîäèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.26)
èìååì

G = 1 · 1

2
· 1

256
· 1

3
· 1

255
. . .

Çàìåòèì, ÷òî ñëåäóþùåìó ïîÿâëåíèþ ïðîáåëà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñî-
ìíîæèòåëü 1/6, òðåòüåìó ïðîáåëó � ñîìíîæèòåëü 2/13,. . . , ïîñëåäíåìó �
11/47. Ïîëó÷èì

G =
11!(4!)2(3!)3(2!)2

50!
· 1

256 · 255 · ... · 242
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà êîäîâîãî ñëîâà ðàâíà

l = d− log Ge+ 1 = 291 áèò. (2.27)
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Ðåçóëüòàò ïîëó÷èëñÿ ïî÷òè òàêîé æå, êàê ïðè íóìåðàöèîííîì êî-
äèðîâàíèè, õîòÿ äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îäíîïðîõîäíûì. Òàêèì îá-
ðàçîì, âîçìîæíîñòü �çàãëÿíóòü â áóäóùåå� â äàííîì ïðèìåðå íå äàåò
áîëüøîãî âûèãðûøà â êîäèðîâàíèè.

Âû÷èñëåíèÿ, âûïîëíåííûå â ïîñëåäíåì ïðèìåðå, ëåãêî îáîáùàþòñÿ
íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = (x1, ..., xn) ñ êîìïîçè-
öèåé (τ1, ..., τM). Ïîëó÷èì

G =

Mn∏
i=1

(τi − 1)!

n!
· (M −Mn)!

M !
=

=

Mn∏
i=1

τi!

n!
· (M −Mn)!

M !
Mn∏
i=1

τi

≥

≥

Mn∏
i=1

τi!

n!
M−M(n + 1)−M .

Ïðèìåíèì ïðèâåäåííûå âûøå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ïîëèíîìèàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ. Ïîâòîðèâ âûêëàäêè, èñïîëüçîâàííûå ïðè âûâîäå (2.20),
ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.10 Ïðè àäàïòèâíîì àðèôìåòè÷åñêîì êîäèðîâàíèè äèñ-
êðåòíîãî ïîñòîÿííîãî èñòî÷íèêà ñ îáúåìîì àëôàâèòà M è ýíòðîïèåé
H ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

R̄ ≤ H +
M

2

log(n + 1) + K

n
, (2.28)

ãäå âåëè÷èíà K íå çàâèñèò îò äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n.

Çàìåòèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè àäàïòèâíîãî
êîäèðîâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåðíî òàêèìè æå, ÷òî è ïðè íóìåðàöèîí-
íîì êîäèðîâàíèè. Ýòî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ öèôðàìè, ïîëó÷åííûìè â
ïðèìåðå 2.11.3 äëÿ êîðîòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà âûõîäå èñòî÷íèêà.

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì À (ôîðìóëà (2.26) ) � ïðîñòîé äëÿ ïîíèìà-
íèÿ è àíàëèçà àëãîðèòì, íî íå ñàìûé ëó÷øèé. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð,
ïîñëå êîäèðîâàíèÿ ïåðâîé áóêâû èñòî÷íèêà íà âòîðîì øàãå ìû èìååì
îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè esc-ñèìâîëà è åäèíñòâåííîãî èçâåñòíîãî êîäå-
ðó è äåêîäåðó ïåðâîãî ñèìâîëà. Ýòî íå ñîâñåì ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó



2.11. Àäàïòèâíîå êîäèðîâàíèå 69

ñ esc-ñèìâîëîì àññîöèèðóþòñÿ âñå îñòàëüíûå áóêâû àëôàâèòà. Âåðîÿò-
íî, êîäèðîâàíèå ñòàíåò áîëåå ýôôåêòèâíûì, åñëè íà ïåðâûõ øàãàõ esc-
ñèìâîë áóäåò èìåòü áîëüøèé âåñ, íî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðèïèñûâàåìàÿ
åìó âåðîÿòíîñòü áóäåò óìåíüøàòüñÿ.

Ðàññìîòðèì àëüòåðíàòèâíóþ îöåíêó

p̂n(a) =

{
τn(a)−1/2

n , åñëè τn(a) > 0;
Mn

2n
1

M−Mn
, åñëè τn(a) = 0.

(2.29)

Êîäèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé îöåíêè íàçîâåì D-àëãîðèòìîì.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå íîðìèðîâêè âûïîëíÿåòñÿ è ÷òî ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ À-àëãîðèòìîì çàìåòíî óâåëè÷åíà âåðîÿòíîñòü, ïðèïèñûâàåìàÿ
íîâûì ñèìâîëàì, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ïåðâûõ øàãàõ êîäèðîâàíèÿ. Ïðî-
âåðèì ýôôåêòèâíîñòü D-àëãîðèòìà íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 2.11.4 (Àëãîðèòì D). Êîäèðóåì òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ïîñëå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ øàãîâ èìååì

G = 1 · 1

2
· 1

256
· 2

4
· 1

255
· 3

6
· 1

254

4

8
· 1

253

1

10
· 5

12
· 1

252
...

Çàìåòèì, ÷òî â çíàìåíàòåëå áóäåì èìåòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ àðèôìåòè-
÷åñêèõ ïðîãðåññèé:

(2× 4× . . .× 100)× (256× 255× . . .× 242).

Â ÷èñëèòåëå esc-ñèìâîëû ïîðîäÿò ïðîèçâåäåíèå 1×2×3×. . .×14, à
êàæäàÿ áóêâà, ïîÿâèâøàÿñÿ τ ðàç, âûçîâåò ïîÿâëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ
1×3×5×. . .×(2τ − 3). Â öåëîì äëÿ âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷èì

G =
(2× 12− 3)!!((2× 5− 3)!!)2((2× 4− 3)!!)3((2× 3− 3)!!)2

100!!
×

× 14!

256 · 255 · ... · 242
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà êîäîâîãî ñëîâà ðàâíà

l = d− log Ge+ 1 = 283 áèò.

Ðåçóëüòàò ïîëó÷èëñÿ ëó÷øå, ÷åì ïðè êîäèðîâàíèè ïî àëãîðèòìó À è â
òî÷íîñòè òàêîé æå, êàê è ïðè íóìåðàöèîííîì êîäèðîâàíèè. Òàêèì îáðà-
çîì, ñíîâà óáåæäàåìñÿ, ÷òî âîçìîæíîñòü �çàãëÿíóòü â áóäóùåå� íå âñåãäà
äàåò âûèãðûø ïðè êîäèðîâàíèè.
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Â çàâåðøåíèå ïàðàãðàôà îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû àëãîðèòìîâ À è D
ñîâïàäàþò ñ ôîðìóëàìè äëÿ îöåíîê óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ñèìâîëîâ
ïðè çàäàííîì êîíòåêñòå, ïðèìåíÿåìûìè â àëãîðèòìàõ óíèâåðñàëüíîãî
êîäèðîâàíèÿ ÐÐÌÀ [36] è PPMD [50] ñîîòâåòñòâåííî. Àëãîðèòìû PPM
áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

2.12 Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ
Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ èõ õàðàêòåðèñòèêè ñâåäåíû â òàáëè-
öó 2.8. Â ýòîé òàáëèöå â ôîðìóëàõ äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé èçáûòî÷íîñòè
÷åðåç n îáîçíà÷åíà äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, M� îáúåì àëôàâèòà, à
âåëè÷èíû Ki, i = 1, ..., 5 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíñòàíòû, íåçàâèñÿùèå îò
n.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî, åñëè íå ïðèíèìàòü âî âíè-
ìàíèå ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ, ïðåäïî÷òåíèÿ çàñëóæèâàþò íóìåðàöèîí-
íîå êîäèðîâàíèå è àäàïòèâíîå àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå. Íåîæèäàí-
íûìè êàæåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ äâóõ ïðîõîäîâ ïðè
êîäèðîâàíèè ïî÷òè íå ñêàçûâàåòñÿ íà äîñòèæèìîì ñæàòèè. Ïðè÷èíà â
òîì, ÷òî àäàïòèâíîå êîäèðîâàíèå îáåñïå÷èâàåò ïðàêòè÷åñêè îïòèìàëü-
íîå êîäèðîâàíèå (åãî èçáûòî÷íîñòü áëèêà ê íèæíåé ãðàíèöå), ïîýòîìó
âûèãðûø â ïðèíöèïå áîëüøèì áûòü íå ìîæåò.

Òàáëèöà 2.8: Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ óíèâåðñàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ

Àëãîðèòì ×èñëî Àñèìïòîòè- Äëèíà ñëîâà
ïðîõîäîâ ÷åñêàÿ èç- äëÿ òåêñòà

áûòî÷íîñòü (2.11)
Äâóõïðîõîäíîå 2 1 + K1/n 302
êîäèðîâàíèå,
êîä Õàôôìåíà
Íóìåðàöèîííîå 2 M log n+K3

2n 283
êîäèðîâàíèå
Àäàïòèâíîå 1 M log n+K4

2n 291
êîäèðîâàíèå
(àëãîðèòì À)
Àäàïòèâíîå 1 M log n+K5

2n 283
êîäèðîâàíèå
(àëãîðèòì D)
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2.13 Àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ èñòî÷íèêîâ,
ïðèìåíÿåìûå â àðõèâàòîðàõ

Â ðàçäåëå 2 ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ìåòîäàìè êîäèðîâàíèÿ ïðè èçâåñòíîé
ñòàòèñòèêå èñòî÷íèêà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî, ïðèìåíÿÿ àðèôìåòè÷åñêîå
êîäèðîâàíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî áëèç-
êóþ ê íèæíåìó ïðåäåëó � ê ñêîðîñòè ñîçäàíèÿ èíôîðìàöèè èñòî÷íèêîì.
Äàëåå â ðàçäåëå 3 ìû ïîëó÷èëè òàêîé æå îïòèìèñòè÷åñêèé ðåçóëüòàò è
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èñòî÷íèêà íåèçâåñò-
íû. Ïîíÿòíî, ÷òî ìåòîäû ðàçäåëà 3 ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿì áóêâ (âìåñòî îòäåëüíûõ áóêâ) è òåì ñàìûì äîáèòüñÿ ñêîðîñòè
êîäèðîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê ýíòðîïèè íà ñîîáùåíèå. Äðóãîé î÷å-
âèäíûé ñïîñîá ðàçâèòèÿ ýòèõ ìåòîäîâ � àïïðîêñèìàöèÿ ìîäåëè èñòî÷íè-
êà öåïüþ Ìàðêîâà äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà. Îáà ïóòè îêàçûâàþòñÿ
íåïðàêòè÷íûìè. Âî-ïåðâûõ, èõ ñëîæíîñòü áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì
äëèíû áëîêà èëè ïîðÿäêà àïïðîêñèìèðóþùåé öåïè Ìàðêîâà. Âî-âòîðûõ,
ïðè êîäèðîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîíå÷íîé äëèíû, â ÷àñòíîñòè, ïðè
êîäèðîâàíèè òèïè÷íûõ ôàéëîâ ïîëüçîâàòåëåé ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòå-
ðîâ, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ìåòîäû íå âñåãäà äàþò íàèëó÷øèé ðå-
çóëüòàò. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå ñïîñîáû êîäèðîâàíèÿ, èìåÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå õàðàêòåðèñòèêè, ìîãóò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ
ïî ýôôåêòèâíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû îïèøåì íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû óíè-
âåðñàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ èñòî÷íèêîâ. Íàèáîëåå èçâåñòíûå è øèðîêî
ïðèìåíÿåìûå � ìåòîäû Çèâà-Ëåìïåëà. Èõ îïèñàíèþ ïðåäøåñòâóåò îïè-
ñàíèå òàê íàçûâàåìûõ �ìîíîòîííûõ� êîäîâ, ìåòîäà èíòåðâàëüíîãî êî-
äèðîâàíèÿ è ìåòîäà �ñòîïêà êíèã�. Ýòè ñïîñîáû êîäèðîâàíèÿ âõîäÿò êàê
ñîñòàâíàÿ ÷àñòü â áîëåå ñëîæíûå àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ. Ïîìèìî ýòîãî
îíè èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå, â ÷àñòíîñòè, îíè ÷àñòî èñïîëüçó-
þòñÿ ïðè êîäèðîâàíèè âèäåîèíôîðìàöèè.

Äàëåå ìû ïðèâîäèì îïèñàíèå àëãîðèòìîâ-ðåêîðäñìåíîâ ïî ñæàòèþ �
àëãîðèòìà ïðåäñêàçàíèÿ ïî ÷àñòè÷íîìó ñîâïàäåíèþ (PPM) è àëãîðèòìà
Áàððîóçà-Óèëåðà. Â çàâåðøåíèå ðàçäåëà ìû îáñóäèì êðèòåðèè ñðàâíå-
íèÿ ýôôåêòèâíîñòè àðõèâàòîðîâ è ïðèâåäåì õàðàêòåðèñòèêè ëó÷øèõ èç
íèõ.

Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìîâ è ïðèìåðû èõ ïðèìåíåíèÿ äà-
íû â [12].

Òî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ êîäèðîâà-
íèÿ ñëîæåí è âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà. Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì
èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ, îíè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì àñèìï-
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òîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûõ òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííûõ ìåòîäîâ, îïèñàí-
íûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.

2.14 Ìîíîòîííûå êîäû
Âñå ðàññìîòðåííûå â ðàçäåëå ?? óíèâåðñàëüíûå êîäåðû, îäíîïðîõîä-
íûå è äâóõïðîõîäíûå, èñïîëüçóþò ïðè êîäèðîâàíèè ïîëó÷åííûå òåì èëè
èíûì ñïîñîáîì îöåíêè âåðîÿòíîñòåé áóêâ èñòî÷íèêà. Åñëè îáúåì àëôà-
âèòà î÷åíü âåëèê (íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå àëôàâèòà ðàññìàòðèâàþòñÿ
íå îòäåëüíûå áóêâû, à ïàðû, òðîéêè áóêâ), òî õðàíåíèå è ìîäèôèêàöèÿ
èíôîðìàöèè î êàæäîé áóêâå ïîòðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò ïàìÿòè è
âðåìåíè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûìè îêàçûâàþòñÿ î÷åíü
ïðîñòûå ìåòîäû óíèâåðñàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ, êîòîðûì ïîñâÿùåí äàí-
íûé ïàðàãðàô.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ èñòî÷íèêà áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðå-
ôèêñíûå êîäû áåñêîíå÷íîãî îáúåìà. Ïðåôèêñíûé êîä ìíîæåñòâà íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë N={1,2,. . . } ìû áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííûì êîäîì, åñëè
äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N, i < j, äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîäîâûõ ñëîâ li è lj
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó li ≤ lj.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ìîíîòîííûõ êîäîâ. Óíàðíûé êîä. Íà-
ïîìíèì, ÷òî çàïèñü âèäà 0m èëè 1m îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâåííî ñåðèþ èç m
íóëåé èëè åäèíèö. Óíàðíûé êîä ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëó i äâîè÷íóþ êîìáè-
íàöèþ âèäà 1i−10. Íàïðèìåð, óíàðíûìè êîäàìè ÷èñåë 1, 2 è 3 ÿâëÿþòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè unar(1)=0, unar(2)=10 è unar(3)=110 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äëèíà êîäîâîãî ñëîâà äëÿ ÷èñëà i ðàâíà li = i.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óíàðíûé êîä îïòèìàëåí (ìèíèìèçèðóåò
ñðåäíþþ äëèíó êîäîâûõ ñëîâ), åñëè ÷èñëà i ðàñïðåäåëåíû ïî ãåîìåò-
ðè÷åñêîìó çàêîíó

pi = (1− α)αi−1, i = 1, 2, ...

ñ ïàðàìåòðîì α = 1/2, ò.å. ïðè pi = 2−i, i = 1, 2, .... Äëÿ çíà÷åíèé α > 1/2
áîëåå ýôôåêòèâåí êîä Ãîëîìáà.

Êîä Ãîëîìáà [48]. Ââåäåì ïàðàìåòð T = 2m. Êîä Ãîëîìáà äëÿ ÷èñëà
i ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü � óíàðíûé êîä ÷èñëà bi/T c + 1,
âòîðàÿ ÷àñòü � äâîè÷íàÿ çàïèñü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû m
îñòàòêà îò äåëåíèÿ i íà T . Î÷åâèäíî, äëèíà êîäà Ãîëîìáà äëÿ ÷èñëà
i ðàâíà li = bi/T c + 1 + m. Íàïðèìåð, ïðè m = 3 è i = 21 èìååì
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bi/T c + 1 = 3, îñòàòîê ðàâåí 5. Ïîýòîìó êîäîì Ãîëîìáà ÷èñëà 21 áóäåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (110)(101)=110101.

Â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå êîä Ãîëîìáà èíîãäà íàçûâàþò êîäîì Ðàé-
ñà.

Êîä Ãàëëàãåðà-ÂàíÂóõðèñà [46] � åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå êîäà Ãîëîì-
áà íà ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð T íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Êàê è â
êîäå Ãîëîìáà, ïðåôèêñ � çàêîäèðîâàííîå óíàðíûì êîäîì ÷èñëî bi/T c+1.
Äàëåå ñëåäóåò äâîè÷íûé êîä îñòàòêà. Åñëè log T � íå öåëîå ÷èñëî, òî äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðûõ (ìåíüøèõ) çíà÷åíèé îñòàòêà îò äåëåíèÿ i íà
T èñïîëüçóåòñÿ m = blog T c áèò, äëÿ îñòàëüíûõ (áîëüøèõ) çíà÷åíèé
èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç m + 1 áèò. Òî÷íåå ãîâîðÿ, îñòàòîê
êîäèðóåòñÿ êîäîì Õàôôìåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ îñòàòêà
ðàâíîâåðîÿòíû. Íàïðèìåð, ïðè T = 5 êîäîâûìè ñëîâàìè äëÿ çíà÷åíèé
îñòàòêîâ 0, 1, 2, 3 è 4 áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 00, 01, 10, 110 è 111
ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, ïðè T = 5 ÷èñëó 21 ñîîòâåòñòâóåò êîäîâîå
ñëîâî (1110)(01=111001), à ÷èñëó 24 � ñëîâî (1110)(111)=1110111.

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà T äëÿ êîäà Ãàëëàãåðà-ÂàíÂóõðèñà
ñâÿçàíî ñ ïàðàìåòðîì ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ α ñîîòíîøåíèåì

αT + αT+1 ≤ 1 < αT−1 + αT . (2.30)

Áëàãîäàðÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòîé ñõåìå êîäèðîâàíèÿ è äîñòàòî÷íî âûñî-
êîé ýôôåêòèâíîñòè êîäû Ãîëîìáà è Ãàëëàãåðà-ÂàíÂóõðèñà ÷àñòî ïðèìå-
íÿþò ïðè êîäèðîâàíèè àóäèî è âèäåîñèãíàëîâ. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ñõåìàõ
óíèâåðñàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ îíè íå î÷åíü õîðîøè. Âî-ïåðâûõ, íóæíî
çíàòü (èëè îöåíèâàòü) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà T , âî-âòîðûõ, äëèíà êîäî-
âîãî ñëîâà li, êàê è äëÿ óíàðíîãî êîäà, ëèíåéíî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì
÷èñëà i è äëÿ íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé áóêâ èñòî÷íèêà
êîäèðîâàíèå ìîæåò áûòü íåýôôåêòèâíûì.

Êîä Ëåâåíøòåéíà. [14] Ýòîò êîä ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü íà êîíêðåò-
íîì ïðèìåðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóæíî ïåðåäàòü ÷èñëî i = 21. Äâîè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî ÷èñëà èìååò âèä 10101. Íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçî-
âàòü ïðè êîäèðîâàíèè äâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íåëü-
çÿ, òàêîé êîä íå áóäåò ïðåôèêñíûì. Ñàìûé ïðîñòîé âûõîä ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ïðèïèñàòü â íà÷àëå ñëîâà ïðåôèêñ, óêàçûâàþùèé äëèíó äâîè÷íîé
çàïèñè ÷èñëà (â äàííîì ñëó÷àå ýòî ÷èñëî 5). Åñëè ýòî ÷èñëî çàêîäèðîâàòü
ïðåôèêñíûì, íàïðèìåð, óíàðíûì, êîäîì è ïðèïèñàòü ñëåâà ê äâîè÷íîé
çàïèñè ÷èñëà, òî êîä ïîëó÷èòñÿ îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìûì. Â äàííîì
ïðèìåðå äëÿ ÷èñëà 21 ïîëó÷èì êîäîâîå ñëîâî (11110)(10101)=1111010101.
Â îáùåì ñëó÷àå äëèíà äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóäåò ðàâíà 2 dlog ie.

Áóäåì øàã çà øàãîì óëó÷øàòü ýòîò ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ. Çàìåòèì,
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÷òî ïåðâàÿ çíà÷àùàÿ öèôðà äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà � âñåãäà 1. Åå ìîæíî
íå ïåðåäàâàòü, äåêîäåð ñàì äîïèøåò íåäîñòàþùóþ åäèíèöó, åñëè áóäåò
çíàòü äëèíó äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç bin′(i) äâîè÷íóþ
çàïèñü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i áåç ïåðâîé åäèíèöû, ïðÿìûìè ñêîáêàìè
îáîçíà÷àåòñÿ äëèíà äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èòàê, ïðîñòîé ìîíî-
òîííûé êîä ÷èñëà i èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

mon(i) =
(
unar

(∣∣bin′(i)
∣∣ + 1

)
, bin′(i)

)
. (2.31)

Íàïðèìåð, mon(21)=(unar(5),0101)=111100101.
Äëèíû êîäîâûõ ñëîâ ýòîãî ìîíîòîííîãî êîäà ðàâíû

li = 2 blog ic+ 1. (2.32)

×òîáû ñäåëàòü çàïèñü åùå êîðî÷å, ñ äëèíîé äâîè÷íîé çàïèñè ìîæ-
íî ïîñòóïèòü òàê æå, êàê è ñ ñàìèì ÷èñëîì, ò.å. ïåðåäàòü åãî çíà÷àùèå
ðàçðÿäû (êðîìå ïåðâîé åäèíèöû), çàòåì äëèíó äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà
çíà÷àùèõ ðàçðÿäîâ è ò.ä. Èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ, ïîêà íå îñòàíåòñÿ
îäèí çíà÷àùèé ðàçðÿä. ×òîáû äåêîäèðîâàíèå áûëî îäíîçíà÷íûì, äîñòà-
òî÷íî ïðèïèñàòü ïðåôèêñ, ñîäåðæàùèé çàêîäèðîâàííîå ïðåôèêñíûì êî-
äîì ÷èñëî èòåðàöèé. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé ðàâíî 0
(ïðè êîäèðîâàíèè ÷èñëà 1). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðåôèêñíîãî êîäà ìîæ-
íî âûáðàòü óíàðíûé êîä óâåëè÷åííîãî íà 1 ÷èñëà èòåðàöèé. Ïîëó÷åííîå
êîäîâîå ñëîâî áóäåò êîäîâûì ñëîâîì êîäà Ëåâåíøòåéíà.

Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà 21 âû÷èñëÿåòñÿ bin′(21)=0101, çàòåì bin′(4)=00,
bin′(2)=0. ×èñëî èòåðàöèé ðàâíî 3, ïîýòîìó êîäîâîå ñëîâî êîäà Ëåâåí-
øòåéíà èìååò âèä

lev(21) = (1110)(0)(00)(0101) = 11100000101.

Äåêîäåð êîäà Ëåâåíøòåéíà, äåêîäèðóÿ óíàðíûé êîä, óçíàåò, ÷òî èòå-
ðàöèé áûëî 3. Ïðî÷èòàâ îäèí çíà÷àùèé ðàçðÿä (0) è äîïèñàâ ê íåìó â
íà÷àëî 1, ïîëó÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 10. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðåä-
ïîñëåäíåé èòåðàöèè äëèíà ÷èñëà áûëà 2. Ïðî÷èòàâ 2 ðàçðÿäà è äîïèñàâ
ñëåâà 1, ïîëó÷àåò 100. Òåïåðü äåêîäåð ñ÷èòûâàåò 4 ðàçðÿäà è äîïèñûâà-
åò ñëåâà 1. Ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 10101, åé ñîîòâåòñòâóåò ÷èñ-
ëî 21. Ïîñêîëüêó ýòî óæå ïîñëåäíÿÿ 3-ÿ èòåðàöèÿ, ÷èñëî 21 ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì äåêîäèðîâàíèÿ.

Â òàáëèöå 2.9 ïðèâåäåíû êîäîâûå ñëîâà, ïîëó÷åííûå ïî ïðàâèëó
(2.31) è êîäîâûå ñëîâà êîäà Ëåâåíøòåéíà äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà è äëèíû êîäîâûõ ñëîâ.

Óïðîùåííûé êîä Ëåâåíøòåéíà (Êîä Ýëàéåñà).
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Ìû îïèøåì áîëåå ïðîñòîé êîä, ïðèâåäåííûé â ðàáîòå Ýëàéåñà [40].
×èñëó i = 1 ïðèïèøåì êîäîâîå ñëîâî elias(1)=0. Äëÿ ÷èñåë i > 1 êîäîâûå
ñëîâà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåì ïðàâèëó:

elias(i)=(unar( |bin'(|bin'(i)|)|+2 ) , bin'(|bin'(i)|), bin'(i) ) (4.1.4)

Òî åñòü, êîäîâîå ñëîâî ñîñòîèò èç 3 ÷àñòåé. Ñïðàâà (â òðåòüåé ÷à-
ñòè) çàïèñûâàåì äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà áåç ïåðâîé åäèíèöû. Åé
ïðåäøåñòâóåò âòîðàÿ ÷àñòü, â êîòîðîé ïèøåòñÿ äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
äëèíû òðåòüåé ÷àñòè, òîæå áåç ïåðâîé åäèíèöû. Â ïåðâîé ÷àñòè çàïèñàí
óíàðíûé êîä óâåëè÷åííîé íà 2 äëèíû âòîðîé ÷àñòè êîäîâîãî ñëîâà.

Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà 21 êîäîâîå ñëîâî èìååò âèä

elias(21) = (1110)(00)(0101) = 1110000101.

Äëèíà êîäîâîãî ñëîâà êîäà Ýëàéåñà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà i ðàâíà

li =

{
1, i = 1,
blog ic+ 2 blog blog icc+ 2, i > 1,

(2.33)

è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

li ≤ log i + 2 log(1 + log i) + 2, i = 1, 2, ... . (2.34)

Âî âòîðîì ñëàãàåìîì äîáàâëåíà 1 ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðèäàòü ñìûñë ýòîìó âûðàæåíèþ ïðè i = 1.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëåííî ñðàâíèòü òðè ìîíîòîííûõ êîäà, îáðàòèìñÿ
ê Òàáëèöå 2.9. Êàê íè ñòðàííî, ïðîñòåéøèé êîä (2.31) â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ äàåò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò, íî äëÿ ýòîãî êîäà äëèíà êîäîâûõ ñëîâ
ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì i áûñòðåå, ÷åì äëÿ äâóõ äðóãèõ êîäîâ. Ýòî âèäíî,
â ÷àñòíîñòè, èç ñðàâíåíèÿ ôîðìóë (2.32) è (2.33). Êîäû Ëåâåíøòåéíà è
Ýëàéåñà ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, âûèãðûø êîäà Ëåâåíøòåéíà ïðîÿâ-
ëÿåòñÿ òîëüêî ïðè àñòðîíîìè÷åñêè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ i.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðîÿñíÿåò ðîëü ìîíîòîííûõ êîäîâ â óíèâåðñàëü-
íîì êîäèðîâàíèè èñòî÷íèêîâ.

Òåîðåìà 2.11 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
ìíîæåñòâà ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäà è ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: pi ≤ pj åñëè i > j. Òîãäà
ïðè èñïîëüçîâàíèè êîäà Ýëàéåñà ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâûõ ñëîâ l̄ óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó

l̄ ≤ H(1 + o(H)),

ãäå ÷åðåç H îáîçíà÷åíà ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû i, è o(H) → 0
ïðè H →∞.
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Òàáëèöà 2.9: Òàáëèöà ìîíîòîííûõ êîäîâ íåêîòîðûõ ÷èñåë
i

Ìîíîòîííûé Êîä Êîä Ýëàéåñà
êîä (2.31) Ëåâåíøòåéíà

mon(i) li lev(i) li elias(i) li
1 0 1 0 1 0 1
2 100 3 100 3 100 3
3 101 3 101 3 101 3
4 11000 5 110000 6 110000 6
. . . ... 5 ... 6 ... 6
7 11011 5 110011 6 110011 6
8 1110000 7 1101000 7 1101000 7
. . . ... 7 ... 7 ... 7
15 1110111 7 1101111 7 1101111 7
16 111100000 9 11100000000 11 1110000000 10
. . . . . . 9 . . . 11 . . . 10
31 111101111 9 11100001111 11 1110001111 10
32 15005 11 111000100000 12 11100100000 11
... ... ... ... 12 ... 11
63 15015 11 111000111111 12 11100111111 11
215 1150015 31 140111111015 26 1501111015 25

21023 11023001023 2047 14010011901023 1041 110019101023 1043
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, èç óïîðÿäî÷åííîñòè âåðîÿòíîñòåé ïî
óáûâàíèþ è óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòåé âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

pi ≤ 1

i
, i ≤ 1

pi
, i = 1, 2, ... . (2.35)

Èç (2.34) èìååì

l̄ =
∞∑
i=1

lipi ≤

≤
∞∑

i=1

pi(log i + 2 log log i + 2) ≤

≤
∞∑
i=1

pi log
1

pi
+2

∞∑
i=1

pi log

(
1 + log

1

pi

)
+2 ≤

≤ H + 2 log(1 + H) + 2. (2.36)

Çäåñü ïåðâîå íåðàâåíñòâî îñíîâàíî íà (2.34), âòîðîå èñïîëüçóåò (2.35).
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îñíîâàíî íà âûïóêëîñòè ∩ ôóíêöèè log x. Èç
(2.36) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

Òåîðåìà 2.11 óòâåðæäàåò, ÷òî ìîíîòîííûé êîä ñ äëèíîé i-ãî êîäîâî-
ãî ñëîâà ïîðÿäêà log i + 2 log log i îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîå
êîäèðîâàíèå äëÿ ëþáîãî èñòî÷íèêà ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè âåðîÿòíî-
ñòÿìè áóêâ. Ïîñêîëüêó áóêâû âñåãäà ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü, ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ïðè êîäèðîâàíèè ìîæíî íå çíàòü âåðîÿòíîñòè áóêâ, äîñòàòî÷íî
çíàòü, êàê óïîðÿäî÷åíû âåðîÿòíîñòè áóêâ.

Îòìåòèì, ÷òî çà îòñóòñòâèå òî÷íîé èíôîðìàöèè î âåðîÿòíîñòÿõ áóêâ
ìû ïëàòèì èçáûòî÷íîñòüþ êîäèðîâàíèÿ. Ïðè òî÷íî èçâåñòíûõ âåðîÿò-
íîñòÿõ ïîáóêâåííîå êîäèðîâàíèå èìååò èçáûòî÷íîñòü íå áîëüøå 1. Èç-
áûòî÷íîñòü óíèâåðñàëüíîãî ìîíîòîííîãî êîäà èìååò ïîðÿäîê 2 log H +2,
÷òî ìîæåò áûòü ïðèåìëåìûì òîëüêî ïðè î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýí-
òðîïèè èñòî÷íèêà H.

Îòìåòèì òàêæå ïðîñòîòó ðåàëèçàöèè êîäèðîâàíèÿ. Â îòëè÷èå, íàïðè-
ìåð, îò êîäà Õàôôìåíà, íåò íåîáõîäèìîñòè â õðàíåíèè òàáëèö êîäîâûõ
ñëîâ, êîäèðîâàíèå è äåêîäèðîâàíèå ñâîäÿòñÿ ê âû÷èñëåíèÿì ïî ïðèâå-
äåííûì âûøå äîñòàòî÷íî ïðîñòûì ôîðìóëàì.
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2.15 Èíòåðâàëüíîå êîäèðîâàíèå è ìåòîä
�ñòîïêà êíèã�

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ èñòî÷íèêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ (íàïðèìåð, ïðè
ñèëüíîé çàâèñèìîñòè áóêâ) ïîáóêâåííîå êîäèðîâàíèå ïðåîáðàçîâàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêàçûâàåòñÿ çàìåòíî áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì êî-
äèðîâàíèå èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñòî÷íèêà.

Íà÷íåì ñ èíòåðâàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ.
Ïóñòü X = {0, 1, ..., M − 1} � àëôàâèò èñòî÷íèêà è íà âûõîäå èñ-

òî÷íèêà íàáëþäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, .... Àëãîðèòì îïèñûâà-
åòñÿ ðåêóððåíòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè xn−1

1 = (x1, ..., xn−1) óæå çàêîäèðîâàíà è ïåðåäàíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
èçâåñòíà äåêîäåðó. Âìåñòî áóêâû xn ïåðåäàåòñÿ äëèíà èíòåðâàëà (êîëè-
÷åñòâî áóêâ) ìåæäó ïðåäûäóùèì è òåêóùèì ïîÿâëåíèåì äàííîé áóêâû.
Èíûìè ñëîâàìè, êîäåð âû÷èñëÿåò è ïåðåäàåò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî rn = r
òàêîå, ÷òî xn−r = xn. Òåì ñàìûì èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, ...
ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë r1, r2, ...

Äëÿ çàâåðøåíèÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà íóæíî îïðåäåëèòü ïðàâèëî âû-
÷èñëåíèÿ èíòåðâàëîâ äëÿ òåõ áóêâ, êîòîðûå íå âñòðå÷àëèñü â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè xn−1

1 . Ïðîùå âñåãî óñëîâèòüñÿ î òîì, ÷òî ïåðâîé ïåðåäàâàåìîé
áóêâå ïðåäøåñòâîâàëè âñå áóêâû àëôàâèòà â çàðàíåå ñîãëàñîâàííîì (äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, â àëôàâèòíîì) ïîðÿäêå.

Îïèøåì ìåòîä �ñòîïêà êíèã�.
Ýòîò ìåòîä èìååò íåñêîëüêî íàçâàíèé è ïåðåîòêðûâàëñÿ ðàçíûìè àâ-

òîðàìè. Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûì åãî îïèñàë è ïðîàíàëèçèðîâàë åãî ýôôåê-
òèâíîñòü Á. ß. Ðÿáêî [16]. Çàìåòíî ïîçæå â òî÷íîñòè òîò æå àëãîðèòì
îïèñàí â [27] ïîä íàçâàíèåì �move-to-front coding�. Èìåííî ïîä òàêèì íà-
çâàíèåì îí ÷àùå âñåãî óïîìèíàåòñÿ â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Åùå ðàç
îí îòêðûò â [40] è íàçâàí �recency rank coding�. Ýòî ïîñëåäíåå íàçâàíèå,
êîòîðîå ìîæíî ïåðåâåñòè êàê �êîäèðîâàíèå ñòåïåíè íîâèçíû�, íàèáîëåå
òî÷íî îòðàæàåò ñóòü äåëà.

Êàê è ïðè êîäèðîâàíèè äëèí èíòåðâàëîâ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëü-
íàÿ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn−1

1 = (x1, ..., xn−1) óæå çàêîäèðîâàíà è
ïåðåäàíà è, ñëåäîâàòåëüíî, èçâåñòíà äåêîäåðó. Íî òåïåðü âìåñòî áóêâû
xn ïåðåäàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ áóêâ ìåæäó ïðåäûäóùèì è òåêó-
ùèì ïîÿâëåíèåì äàííîé áóêâû. Èíûìè ñëîâàìè, êîäåð âû÷èñëÿåò ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî rn = r òàêîå, ÷òî xn−r = xn. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëî
dn ðàçëè÷íûõ áóêâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn−1

n−r+1. Òåì ñàìûì èñõîäíàÿ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, ... ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
d1, d2, ....

Äëÿ ïåðåäà÷è áóêâ, êîòîðûå íå âñòðå÷àëèñü â xn−1
1 , ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ñòðàòåãèþ, îïèñàííóþ âûøå äëÿ èíòåðâàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 2.15.1 Ïóñòü èñòî÷íèê ñ àëôàâèòîì X = {a, b, c} ïîðîäèë ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü cabbbabbac. Ðàññìîòðèì ðàáîòó äâóõ ìåòîäîâ êîäèðî-
âàíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïî óìîë÷àíèþ êîäåðû (è äåêîäåðû) ñ÷è-
òàþò, ÷òî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäøåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
abc. Òîãäà ïðè èíòåðâàëüíîì êîäèðîâàíèè áóäåò ïîëó÷åíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü 0,3,3,0,0,3,1,0,2,9. Ïðè êîäèðîâàíèè ñ ïîìîùüþ ñòîïêè êíèã
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0,2,2,0,0,1,1,0,1,2.

Ïîÿñíèì ïðîèñõîæäåíèå íàçâàíèÿ �ñòîïêà êíèã�. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñòóäåíò, ãîòîâÿñü ê ýêçàìåíó, ñëîæèë êíèãè ñòîïêîé íà ñòîëå. Âñÿêèé
ðàç, âûáèðàÿ èç ñòîïêè íóæíóþ êíèãó, ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ, îí íå âîç-
âðàùàåò êíèãó íà ñâîå ìåñòî, à êëàäåò åå ñâåðõó. Âåðõíÿÿ êíèãà òåïåðü
èìååò íàèìåíüøèé íîìåð, à íîìåðà êíèã, êîòîðûå ðàíüøå íàõîäèëèñü
âûøå íåå, óâåëè÷èëèñü íà 1. Ñêîëüêî êíèã íàõîäÿòñÿ âûøå äàííîé? Ðîâ-
íî ñòîëüêî, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êíèã èñïîëüçîâàëîñü ìåæäó òåêóùèì è
ïðåäûäóùèì èñïîëüçîâàíèåì äàííîé êíèãè. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü d1, d2, ... ýòî êàê ðàç è åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ êíèã,
èçâëåêàåìûõ èç ñòîïêè.

Ïðèìåð 2.15.2 Ïðèìåíèì �ñòîïêó êíèã� ê ïîñëîâèöå

IF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CAN

Äëÿ ýòîãî âìåñòî áóêâ íóæíî ïîäñòàâèòü èõ íîìåðà â òàáëèöå ASCII-
êîäà. Â ÷àñòíîñòè, ïðîáåëó ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî 32, à áóêâàì A . . . Z �
÷èñëà 65 . . . 90. Ðåçóëüòàòîì áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
74, 72, 35, 88, 73, 3, 72, 71, 80, 1, 81, 86, 6, 76, 4, 3, 6, 86, 3, 10, 10, 3, 3, 6,
87, 83, 9, 6, 6, 7, 3, 8, 81, 9, 9, 9, 9, 7, 2, 5, 3, 10, 8, 3, 10, 10, 3, 13, 6, 13
Ïðèìåíèì óíèâåðñàëüíûé ìîíîòîííûé êîä, îïèñûâàåìûé ôîðìóëîé
(2.31). Çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòàâÿò 332 áèòà.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû ïîëó÷èëè çàìåòíîå ñæàòèå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñ-
õîäíûìè çàòðàòàìè, ñîñòàâëÿþùèìè 50×8=400 áèò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñðàâíèâàÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ äðóãèìè, ïðèâåäåííûìè â òàáëèöå 2.8, âèäèì,
÷òî äàííûé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ íåñêîëüêî ïðîèãðûâàåò òåì, êîòîðûå
ðàññìàòðèâàëèñü âûøå. Ýòîò ïðîèãðûø � àäåêâàòíàÿ ïëàòà çà ïðîñòîòó
ðåàëèçàöèè.
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Íåòðóäíî ïîíÿòü, ïî÷åìó îïèñàííûå ìåòîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîòîêîâ
äàííûõ ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè óíèâåðñàëüíîì êîäèðîâàíèè. ×åì áîëü-
øå âåðîÿòíîñòü áóêâû, òåì êîðî÷å èíòåðâàëû ìåæäó åå ïîÿâëåíèÿìè.
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñòî÷íèêà â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èíòåðâàëîâ èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ â ñòîïêå êíèã íàè-
áîëåå âåðîÿòíûìè áóäóò ìàëûå ÷èñëà è ìåíåå âåðîÿòíûìè � áîëüøèå.
Òåì ñàìûì ñîçäàþòñÿ ïðåäïîñûëêè äëÿ óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ìîíî-
òîííûõ êîäîâ, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Èç îïèñàíèÿ äâóõ
àëãîðèòìîâ ñëåäóåò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ìîíîòîííûõ êîäîâ
ìåòîä ñòîïêè êíèã ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ïîñêîëüêó ïîðîæäàåò ÷èñëà, ìåíü-
øèå èëè ðàâíûå ÷èñëàì, ïîðîæäàåìûì èíòåðâàëüíûì êîäåðîì.

Íèæå ìû ïðèâîäèì âåðõíþþ îöåíêó ñðåäíåé ñêîðîñòè èíòåðâàëüíîãî
êîäèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó åãî àíàëèç ñóùåñòâåííî ïðîùå. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà
æå ãðàíèöà âåðíà è äëÿ ñæàòèÿ ñòîïêîé êíèã.

Òåîðåìà 2.12 Ïóñòü H(X) � ýíòðîïèÿ îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äèñêðåòíîãî ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü èíòåðâàëü-
íîãî êîäèðîâàíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîäà Ýëàéåñà óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó

R̄ ≤ H(X)(1 + o(H(X)),

ãäå o(H) → 0 ïðè H →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ri(a) äëèíó èíòåðâàëà ìåæäó i-ì è
(i−1)-ì ïîÿâëåíèÿìè áóêâû x = a è ÷åðåç li(a) ñîîòâåòñòâóþùèå çàòðàòû
íà ïåðåäà÷ó áóêâû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé (2.34)

li(a) ≤ log ri(a) + 2 log(1 + log ri(a)) + 2. (2.37)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l̄(a) è r̄(a) ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíèå (ïî ìíîæåñòâó ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé èñòî÷íèêà) çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó áóêâû a è ñðåäíþþ
äëèíó èíòåðâàëà ìåæäó ïîÿâëåíèÿìè áóêâû a. Â ñèëó âûïóêëîñòè ëîãà-
ðèôìà èç (2.37) ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïîëó÷àåì

¯̄l(a) ≤ log r̄(a) + 2 log(1 + log r̄(a)) + 2. (2.38)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé Êàöà (Kac) (åå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [12])
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

r̄(a) ≤ 1

p(a)
. (2.39)
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Ïîäñòàâèì ýòó îöåíêó â (2.37) è óñðåäíèì ïî âñåì áóêâàì àëôàâèòà.
Äàëåå ñíîâà ïðèìåì âî âíèìàíèå âûïóêëîñòü ëîãàðèôìà. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

R̄ =
∑

a

p(a)l̄(a) ≤ H(X) + 2 log (1 + H(X)) + 2.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤
Èòàê, ïðåîáðàçîâàíèå ïîòîêà äàííûõ ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëüíîãî êî-

äèðîâàíèÿ èëè êîäèðîâàíèÿ ïî ìåòîäó ñòîïêè êíèã ñ ïîñëåäóþùèì ïðè-
ìåíåíèåì êîäà Ëåâåíøòåéíà èëè êîäà Ýëàéåñà ãàðàíòèðóåò äîñòàòî÷íî
ýôôåêòèâíîå óíèâåðñàëüíîå êîäèðîâàíèå ïðè î÷åíü ïðîñòîé ðåàëèçàöèè
êîäåðà è äåêîäåðà. Ýòè ìåòîäû íå òðåáóþò íàêîïëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ
äàííûõ îá èñòî÷íèêå è ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîäà èñòî÷íèêà.
Ïîäîáíûå èäåè ëåæàò â îñíîâå àëãîðèòìîâ Çèâà-Ëåìïåëà, èçó÷àåìûõ â
ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.

2.16 Ìåòîä ñêîëüçÿùåãî ñëîâàðÿ (LZ-77)
Ýòîò àëãîðèòì ïîñëå åãî îïóáëèêîâàíèÿ Çèâîì è Ëåìïåëîì â ñòàòüå [60]
áûë ìíîãîêðàòíî ìîäèôèöèðîâàí, íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè ïîëó÷èëè ñà-
ìîñòîÿòåëüíûå íàçâàíèÿ c àááðåâèàòóðàìè âèäà LZX, ãäå Õ � ïåðâàÿ
áóêâà èìåíè àâòîðà ìîäèôèêàöèè. Â êîíöå ïàðàãðàôà ìû êîðîòêî îáñó-
äèì ïðàêòè÷åñêèå àñïåêòû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòûå
óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ, ïîâûøàþùèå êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ. Íà÷íåì ñ ôîð-
ìàëüíîãî îïèñàíèÿ àëãîðèòìà.

Ïàðàìåòðîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ äëèíà �îêíà íàáëþäåíèÿ� W . Ýòó
âåëè÷èíó ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê �îáúåì ñêîëüçÿùåãî ñëî-
âàðÿ�.

Ïóñòü X = {0, 1, ..., M − 1} � àëôàâèò èñòî÷íèêà è íà âûõîäå èñ-
òî÷íèêà íàáëþäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, ..., xn. Àëãîðèòì ðàáîòû
êîäåðà ïîêàçàí íà Ðèñ.2.14. Êîäåð LZ-77 õðàíèò â ïàìÿòè ñêîëüçÿùèé
ñëîâàðü îáúåìà W . Ñëîâàìè ñëîâàðÿ ñëóæàò âñåâîçìîæíûå ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì áóêâ, ñîäåðæàùèåñÿ â ïîñëåäíèõ
W áóêâàõ èñòî÷íèêà. Ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîä êîäåðà î÷åðåäíûõ áóêâ
èñòî÷íèêà êîäåð íàõîäèò êàê ìîæíî áîëåå äëèííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
óæå èìåþùóþñÿ â ñëîâàðå. Â êàíàë ïåðåäàåòñÿ ôëàã (1 èëè 0), óêàçûâàþ-
ùèé íà òî, íàéäåíî èëè íåò ïîäõîäÿùåå ñëîâàðíîå ñëîâî. Â ñëó÷àå óñïåõà
(ôëàã ðàâåí 1) ñëîâàðíîå ñëîâî ïåðåäàåòñÿ óêàçàíèåì óäàëåíèÿ íà÷àëà
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Çàäàíû:
àëôàâèò èñòî÷íèêà X = {0, 1, ..., M − 1};
äëèíà �îêíà� W
Input: Äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n;

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñòî÷íèêà x = xn
1 ;

Output: Êîäîâîå ñëîâî c äëÿ x;
Èíèöèàëèçàöèÿ:
N = 0, c � �ïóñòîå� ñëîâî;
while N < n do

Íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå l òàêîå, ÷òî xN+l
N+1 = xN−d+l

N−d+1
äëÿ íåêîòîðîãî d ∈ {1, ..., W};
if l > 0 then (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàéäåíà)

• ê êîäîâîìó ñëîâó c äîïèñûâàþòñÿ:
- ôëàã 1;
- ðàññòîÿíèå äî îáðàçöà d â âèäå äâîè÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû dlog W e;
- äëèíà ñîâïàäåíèÿ l â âèäå ñëîâà íåðàâíîìåð-
íîãî ïðåôèêñíîãî êîäà;

• N ← N + l;
else (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå íàéäåíà)

• ê êîäîâîìó ñëîâó c äîïèñûâàþòñÿ:
- ôëàã 0;
- íîâàÿ áóêâà xN+1 â âèäå äâîè÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû dlog Me;

• N ← N + 1;

end

Ðèñ. 2.14: Àëãîðèòì LZ-77.
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ñëîâà îò òåêóùåé ïîçèöèè è äëèíû ñëîâàðíîãî ñëîâà. Ðàññòîÿíèå äî ñëî-
âà d ïåðåäàåòñÿ ðàâíîìåðíûì êîäîì, äëèíà ñëîâà (äëèíà ñîâïàäåíèÿ) l
� íåêîòîðûì íåðàâíîìåðíûì êîäîì. Íàïðèìåð, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ëþáûì èç ìîíîòîííûõ êîäîâ ðàçäåëà 4.2. Åñëè æå ñëîâàðíîãî ñëîâà íå
íàøëîñü, ïåðåäàåòñÿ çíà÷åíèå ôëàãà ðàâíîå 0 è çà íèì ñëåäóåò î÷åðåäíàÿ
áóêâà èñòî÷íèêà, ïåðåäàâàåìàÿ �áåç êîäèðîâàíèÿ�.

2.17 Àëãîðèòì LZW (LZ-78)
Òàê ñëîæèëîñü, ÷òî èç äâóõ àëãîðèòìîâ Çèâà-Ëåìïåëà âòîðîé àëãîðèòì,
îïèñàííûé â ðàáîòå [61], ïîíà÷àëó êàçàëñÿ áîëåå ïðàêòè÷íûì è ïåð-
âûì âîøåë â ïðàêòèêó ñæàòèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îí èñïîëüçîâàí â ñòàíäàðòå
V40bis äëÿ ïåðåäà÷è äàííûõ ïî ñòàíäàðòíûì òåëåôîííûì êàíàëàì îáùå-
ãî ïîëüçîâàíèÿ. Ñ ó÷åòîì ìîäèôèêàöèè, ïðåäëîæåííîé Âåë÷åì â ðàáîòå
[57], ZL-78 äåéñòâèòåëüíî âûãëÿäèò ýëåãàíòíåå ïåðâîãî àëãîðèòìà. Íè-
æå ìû ïðèâîäèì îïèñàíèå ýòîé ìîäèôèêàöèè, íàçûâàåìîé àëãîðèòìîì
LZW.

Àëãîðèòì LZW ïîêàçàí íà ðèñ. 2.15.

Èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóêâ
ïåðåäàþòñÿ íîìåðà ñëîâ â íåêîòîðîì ñëîâàðå. Êîäåð è äåêîäåð â ïðîöåñ-
ñå ðàáîòû ñèíõðîííî ôîðìèðóþò ýòîò ñëîâàðü. Íà êàæäîì øàãå ñëîâàðü
ïîïîëíÿåòñÿ îäíèì íîâûì ñëîâîì, êîòîðîå äî ýòîãî â ñëîâàðå îòñóòñòâî-
âàëî, íî ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì íà îäíó áóêâó îäíîãî èç ñëîâ ñëîâàðÿ.

Ïóñòü X = {0, 1, ..., M − 1} � àëôàâèò èñòî÷íèêà è íà âûõîäå èñ-
òî÷íèêà íàáëþäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, .... Äëÿ ïðîñòîòû îïè-
ñàíèÿ àëãîðèòìà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëå ðàáîòû êîäåðà êàæäàÿ èç
áóêâ àëôàâèòà ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì äëèíû 1 è âõîäèò â ñîñòàâ ñëîâàðÿ. Íà
êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå íàõîäèì ñàìîå äëèííîå ñëîâî, ñîâïàäàþùåå ñ
íà÷àëîì ïîäëåæàùåé êîäèðîâàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü l � äëèíà
ñîâïàäåíèÿ. Ýòè l áóêâ ïåðåäàþòñÿ â âèäå ññûëêè íà ñîîòâåòñòâóþùåå
ñëîâî ñëîâàðÿ. Åñëè îáúåì ñëîâàðÿ ðàâåí c, òî äëÿ ïåðåäà÷è ýòîé ññûëêè
äîñòàòî÷íî dlog(c− 1)e áèò. Ñëîâàðü ïîïîëíÿåòñÿ íîâûì ñëîâîì, êîòî-
ðîå ïîëó÷àåòñÿ äîïèñûâàíèåì ê èñïîëüçîâàííîìó íà äàííîì øàãå ñëîâó
ñëåäóþùåé çà íèì â ïîòîêå êîäèðóåìûõ äàííûõ áóêâû.

Ïîñêîëüêó äåêîäåð íå çíàåò åùå ýòîé íîâîé áóêâû, îí ñìîæåò âû-
ïîëíèòü ýòó îïåðàöèþ òîëüêî ñ çàäåðæêîé íà îäèí øàã. ×òîáû èçáå-
æàòü íåîäíîçíà÷íîñòè êîäèðîâàíèÿ, ìû çàïðåùàåì êîäåðó ïîëüçîâàòüñÿ
ïîñëåäíèì ïîñòðîåííûì ñëîâîì ñëîâàðÿ, ÷òî îòðàæåíî â àëãîðèòìå íà
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Çàäàí àëôàâèò èñòî÷íèêà X = {0, 1, ..., M − 1};
Input: Äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n;

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñòî÷íèêà x = xn
1 ;

Output: Êîäîâîå ñëîâî c äëÿ x;
Èíèöèàëèçàöèÿ:
N = 0;
c � �ïóñòîå� ñëîâî;
Ñëîâàðü ñîñòîèò èç M ñëîâ äëèíû 1, ò.å. èç áóêâ àëôàâèòà X
×èñëî ñëîâ â ñëîâàðå c = M .
while N < n do

• Íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå l òàêîå, ÷òî xN+l
N+1 ñîâïàäàåò

ñ j-ì ñëîâîì ñëîâàðÿ ïðè äëÿ íåêîòîðîì j < c

(íà ïåðâîì øàãå äîïóñêàåòñÿ j = c).

• Ê êîäîâîìó ñëîâó äîïèñûâàåòñÿ íîìåð ñëîâàðíîãî
ñëîâà j â âèäå äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äëèíû dlog(c− 1)e (íà ïåðâîì øàãå äîïèñûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû dlog ce = dlog Me).

• Â ñëîâàðü äîïèñûâàåòñÿ íîâîå ñëîâî äëèíû l + 1

âèäà xN+l+1
N+1 = (xN+l

N+1, xN+l+1).

• N ← N + l;

• c ← c + 1;
end

Ðèñ. 2.15: Àëãîðèòì LZW.
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ðèñ. 2.15. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ïåðâûé øàã, êîãäà ñëîâàðü ïîëíîñòüþ
èçâåñòåí êîäåðó è äåêîäåðó.

Îïèñàííûé âûøå ñïîñîá èíèöèàëèçàöèè àëãîðèòìà � íå åäèíñòâåí-
íûé âîçìîæíûé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè êîäèðîâàíèè êîðîòêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé íåöåëåñîîáðàçíî èíèöèàëèçèðîâàòü àëãîðèòì, çàïîëíÿÿ ñëîâàðü
âñåìè áóêâàìè àëôàâèòà èñòî÷íèêà. Ðàçóìíåå èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï
�esc-êîäà�. Â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà ñëîâàðü ïóñò è â íåì, â ÿ÷åé-
êå ñ íóëåâûì íîìåðîì õðàíèòñÿ esc-êîä. Â äàëüíåéøåì, ïðè ïîëó÷åíèè
îò èñòî÷íèêà áóêâû, îòñóòñòâóþùåé â ñëîâàðå, ìû ïåðåäàåì esc-êîä, êî-
òîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû dlog(c− 1)e, à
âñëåä çà esc-êîäîì � ñòàíäàðòíûé êîä íîâîé áóêâû.

2.18 Ïðåäñêàçàíèå ïî ÷àñòè÷íîìó ñîâïàäå-
íèþ

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì íàèáîëåå �ëîãè÷íûé� àëãîðèòì êîäèðîâàíèÿ ïðè
íåèçâåñòíîé ñòàòèñòèêå èñòî÷íèêà. Íà ïåðâûé âçãëÿä îí ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
òðèâèàëüíûì ðàçâèòèåì àäàïòèâíîãî àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ, êî-
òîðîå îáñóæäàëîñü âûøå. Ðàçíèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðîöåññå êîäèðî-
âàíèÿ âìåñòî áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé áóêâ îöåíèâàþòñÿ èõ óñëîâíûå
âåðîÿòíîñòè, ïðè èçâåñòíîì �êîíòåêñòå�, ò.å. ïðè èçâåñòíûõ ïðåäøåñòâó-
þùèõ áóêâàõ. Êëåàðè è Âèòòåíó [36] ïðèíàäëåæèò èäåÿ èñïîëüçîâàòü
êîíòåêñòû ðàçëè÷íîé äëèíû, çàâèñÿùåé îò ïðåäøåñòâóþùåé çàêîäèðî-
âàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàííûõ. Ýòîò ìåòîä êîäèðîâàíèÿ ïîëó÷èë
íàçâàíèå PPM (prediction by partial matching). Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçà-
öèÿ ýòîé ïðîñòîé èäåè ïîðîæäàåò ìíîãî âîïðîñîâ, êîòîðûå ìû êðàòêî
îáñóäèì â äàííîì ïàðàãðàôå.

Ñ ìîìåíòà îïóáëèêîâàíèÿ èñõîäíîé âåðñèè àëãîðèòìà áûëî ïðåäëî-
æåíî î÷åíü ìíîãî åãî ìîäèôèêàöèé. Âñå æå ëþáîé èç ÐÐÌ-àëãîðèòìîâ
âêëàäûâàåòñÿ â ñëåäóþùóþ ñõåìó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xt
1 = (x1, ..., xt) ïåðâûõ t áóêâ

èñòî÷íèêà óæå ïåðåäàíà è ïðåäñòîèò ïåðåäàòü ñèìâîë xt+1. Ïðè êîäèðî-
âàíèè î÷åðåäíîé áóêâû âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè.

1. Íàõîäèì êîíòåêñò xt
t−d+1 íàèáîëüøåé äëèíû d, íå ïðåâûøàþùåé

çàäàííîé âåëè÷èíû D. Ïîä êîíòåêñòîì ïîíèìàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü s = xt

t−d+1, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùàÿ êîäèðóå-
ìîìó ñèìâîëó è òàêàÿ, ÷òî â òî÷íîñòè òàêàÿ æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
s óæå âñòðå÷àëàñü â ïåðåäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xt−1

1 .
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2. Äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñèìâîëà xt+1 âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè
óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ñèìâîëà ïðè èçâåñòíîì êîíòåêñòå s.

3. Çíà÷åíèå ñèìâîëà xt+1 êîäèðóåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì êîäîì â ñîîò-
âåòñòâèè ñ âû÷èñëåííîé íà øàãå 2 îöåíêîé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.

Âàðèàíòû àëãîðèòìà ÐÐÌ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà âûáîðîì ìàê-
ñèìàëüíîé äëèíû êîíòåêñòà D, è , ãëàâíîå, ñïîñîáîì âûïîëíåíèÿ øàãà
2, ò.å. âû÷èñëåíèÿ îöåíêè óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñèìâîëà.

Åñòåñòâåííîé îöåíêîé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè áóêâû xt+1 = a ïîñëå
êîíòåêñòà s = xt

t−d+1 êàæåòñÿ îöåíêà âèäà

p̂t(a|s) =
τt(s, a)

τt(s)
.

Â ÷èñëèòåëå ýòîé ôîðìóëû çàïèñàíî ÷èñëî ïîÿâëåíèé áóêâû a ïî-
ñëå êîíòåêñòà s â ïðåäøåñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ xt

1, â
çíàìåíàòåëå � îáùåå ÷èñëî ïîÿâëåíèé t â xt−1

1 . Îäíàêî, àðèôìåòè÷åñêèé
êîäåð íå ñìîæåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé ôîðìóëîé äëÿ òåõ áóêâ a, êîòî-
ðûå íå âñòðå÷àëèñü ñ çàäàííûì êîíòåêñòîì, ò.å. ïðè N(s, a) = 0. ×òîáû
èñïðàâèòü ñèòóàöèþ, ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì æå ïîäõîäîì, ÷òî è
ïðè ïîáóêâåííîì àäàïòèâíîì êîäèðîâàíèè � ââåñòè esc-ñèìâîëû, óêàçû-
âàþùèå íà òî, ÷òî ïðè çàäàííîì êîíòåêñòå äàííàÿ áóêâà íå âñòðå÷àëàñü.

Ñòðàòåãèÿ ÐÐÌ-êîäåðà (òî÷íåå åãî óïðîùåííàÿ âåðñèÿ, íå ó÷èòû-
âàþùàÿ òàê íàçûâàåìûõ �èñêëþ÷åíèé�, î êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò íèæå)
èëëþñòðèðóåòñÿ àëãîðèòìîì, ïðåäñòàâëåííûì íà Ðèñ. 2.16.

Èòàê, êîäåð ñòàðàåòñÿ ïåðåäàòü áóêâó àðèôìåòè÷åñêèì êîäåðîì â
ñîîòâåòñòâèè ñ âåðîÿòíîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìè êîíòåêñòîì íàèáîëüøåé
âîçìîæíîé äëèíû. Åñëè ýòî íå óäàåòñÿ ñäåëàòü (áóêâà åùå íå âñòðå÷à-
ëàñü âñëåä çà òàêèì êîíòåêñòîì), ïåðåäàåòñÿ esc-ñèìâîë, êîíòåêñò óêîðà-
÷èâàåòñÿ íà îäíó áóêâó. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå, áóêâà áóäåò ïåðåäàíà ñ ó÷åòîì
êîíòåêñòà ìåíüøåé (âîçìîæíî, íóëåâîé) äëèíû, ëèáî êàê �íîâàÿ áóêâà�,
åñëè îíà íå âñòðå÷àëàñü â óæå çàêîäèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ

×òîáû îêîí÷àòåëüíî êîíêðåòèçèðîâàòü àëãîðèòì, íóæíî âûïèñàòü
ôîðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòåé áóêâ è esc-ñèìâîëîâ. Âîïðîñ îá àäàïòèâíîì
îöåíèâàíèè âåðîÿòíîñòåé áóêâ ìû óæå ðàññìàòðèâàëè â ñâÿçè ñ àäàïòèâ-
íûì àðèôìåòè÷åñêèì êîäèðîâàíèåì. Ïåðåïèøåì îöåíêè (2.26) è (2.29)
òàê, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü èõ â ðàìêàõ àëãîðèòìà ÐÐÌ. Îöåíêè óñëîâíûõ
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Çàäàíû àëôàâèò èñòî÷íèêà X = {0, 1, ..., M − 1}, ìàêñèìàëüíàÿ
äëèíà êîíòåêñòà D
Input: Äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n;

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñòî÷íèêà x = xn
1 ;

Output: Êîäîâîå ñëîâî c äëÿ x;
Èíèöèàëèçàöèÿ:
t = 0;
c � �ïóñòîå� ñëîâî;
while t < n do

Íàõîäèì íàèáîëüøåå d òàêîå, ÷òî p̂t(x
t
t−d+1) > 0.

Âûáèðàåì êîíòåêñò s = xt
t−d+1.

if p̂t(xt+1|s) > 0 then
êîäèðóåì xt+1 â ñîîòâåòñòâèè ñ p̂t(x|s).
else
while p̂t(xt+1|s) = 0 do

Êîäèðóåì esc â ñîîòâåòñòâèè ñ p̂t(esc|s).
Óìåíüøàåì äëèíó êîíòåêñòà:
d ← d− 1, s = xt

t−d+1.
if d > 0 then
Êîäèðóåì xt+1 â ñîîòâåòñòâèè ñ p̂t(x|s).
else
Êîäèðîâàíèå áåç êîíòåêñòà:
if p̂t(x) > 0 then
Êîäèðóåì xt+1 â ñîîòâåòñòâèè ñ p̂t(x).
else
Âû÷èñëÿåì p̂(esc) è ïåðåäàåì esc.
Êîäèðóåì xt+1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâíîìåðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì íà íå âñòðå÷àâøèõñÿ â xt

1 áóêâàõ
end
t ← t + 1;

end

Ðèñ. 2.16: Èäåÿ àëãîðèòìà PPM
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âåðîÿòíîñòåé áóêâ è esc-ñèìâîëîâ äëÿ àëãîðèòìà À èìåþò âèä

p̂t(a|s) =
τt(s, a)

τt(s) + 1
, τt(s, a) > 0, (2.40)

p̂t(esc|s) =
1

τt(s) + 1
, (2.41)

ãäå τt(s) è τt(s, a) îáîçíà÷àþò ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîîòâåòñòâåí-
íî s è (s, a), ñîäåðæàùèõñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû t. Àíàëîãè÷íî
èçìåíÿþòñÿ îöåíêè äëÿ àëãîðèòìà D:

p̂t(a|s) =
τt(s, a)− 1/2

τt(s)
, τt(s, a) > 0, (2.42)

p̂t(esc|s) =
Mt(s)

2τt(s)
, (2.43)

ãäå Mt(s) � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ áóêâ, ïîÿâèâøèõñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äëèíû âñëåä çà êîíòåêñòîì s.

Ôîðìóëû (2.40)-(2.43) ïî÷òè çàâåðøàþò îïèñàíèå äâóõ âåðñèé àëãî-
ðèòìà ÐÐÌ: ÐÐÌÀ, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [36], è åãî ìîäèôèêàöèè
PPMD, îïèñàííîé â [50]. Îñòàëîñü åùå îäíî íåáîëüøîå, íî âàæíîå óñî-
âåðøåíñòâîâàíèå, ââåäåííîå åùå â ñàìîé ïåðâîé ðàáîòå [36]. Ýòî óñîâåð-
øåíñòâîâàíèå íàçûâàåòñÿ òåõíèêîé �èñêëþ÷åíèé� (exclusions). Ïîÿñíèì
èäåþ ýòîãî ìåòîäà ïðèìåðîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êîäèðîâàíèè òåêñòà íà ðóññêîì ÿçûêå íà íåêî-
òîðîì øàãå êîíòåêñò èìååò âèä �êîð�, à ñëåäóþùàÿ çà íèì áóêâà � áóê-
âà �ò�, ïðè÷åì ñî÷åòàíèå áóêâ �êîðò� ðàíåå íå âñòðå÷àëîñü. Ïðåäïîëî-
æèì òàêæå, ÷òî ïðåäûäóùèå ïîÿâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �êîð� èìå-
ëè ïðîäîëæåíèÿìè �à� è �ñ�. Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ïðåäàåòñÿ
esc-ñèìâîë è êîíòåêñò óêîðà÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó, ò.å. òåïåðü êîíòåêñòîì
áóäåò �îð�. Ìåòîä èñêëþ÷åíèé ðåêîìåíäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå òî, ÷òî
íå âñå ñî÷åòàíèÿ �îð� ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîäñ÷åòà óñëîâíîé âå-
ðîÿòíîñòè áóêâû �ò�. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü è êîäåð è äåêîäåð (áëàãîäàðÿ
ïåðåäà÷å esc-ñèìâîëà) óæå çíàþò, ÷òî íè áóêâà �à�, íè áóêâà �ñ� íå ìî-
ãóò ñëåäîâàòü çà �îð�. Ôîðìóëû (2.40) � (2.43) â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî
óòî÷íèòü, ïîäñòàâèâ â íèõ âìåñòî τt(�op�) âåëè÷èíó

τ ′t(op) = τt(op)− τt(opa)− τt(opc).

Ïîñëå òàêîé êîððåêòèðîâêè çíàìåíàòåëè â îöåíêàõ âåðîÿòíîñòåé áóêâ
óìåíüøàòñÿ, à ÷èñëèòåëè îñòàíóòñÿ ïðåæíèìè. Îöåíêè âåðîÿòíîñòåé
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áóêâ óâåëè÷àòñÿ, à çíà÷èò çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó óìåíüøàòñÿ. (Çàìåòèì,
÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ áóêâ Mn(s) â ÷èñëèòåëå (2.43) òîæå äîëæíî áûòü
ïåðåñ÷èòàíî ñ ó÷åòîì èñêëþ÷åíèé).

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîìîæåò ãëóáæå ïîíÿòü ðàáîòó àëãîðèòìà ÐÐÌ.

Ïðèìåð 2.18.1 Ïðèìåíèì àëãîðèòìû ÐÐÌ ñ ïàðàìåòðîì D=5 ê ïî-
ñëîâèöå

IF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_ WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CAN

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ïî øàãàì ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.10. Çíàêè
# â ãðàôå �êîíòåêñò� ñîîòâåòñòâóþò êîíòåêñòàì íóëåâîé äëèíû. Øòðè-
õîì ïîìå÷åíû òå âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå ïîäñ÷èòàíû ñ ó÷åòîì èñêëþ÷å-
íèé. Â ãðàôå τt(s) ïðåäñòàâëåíî ÷èñëî ïîÿâëåíèé äàííîãî êîíòåêñòà è,
åñëè îí óêîðà÷èâàëñÿ â ïðîöåññå êîäèðîâàíèÿ, òî, ÷åðåç çàïÿòóþ, � ÷èñëî
ïîÿâëåíèé óêîðî÷åííûõ êîíòåêñòîâ. Â ãðàôå Mt(s) òàêæå ÷åðåç çàïÿòóþ
ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ÷èñëà ðàçëè÷íûõ áóêâ, ñëåäîâàâøèõ çà êîíòåêñòîì
è åãî óêîðî÷åíèÿìè.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ øàãîâ êîäèðîâàíèÿ íà ïðèìåðå
àëãîðèòìà PPMA.

Øàã 6. Ïðîáåë âñòðåòèëñÿ âòîðîé ðàç. Ïîñêîëüêó ïðåäøåñòâóþùàÿ
åìó áóêâà Å âñòðå÷àëàñü òîëüêî îäèí ðàç, êîíòåêñò èìååò íóëåâóþ äëèíó.
Äëÿ òàêîãî êîíòåêñòà ïðîáåë èìååò âåðîÿòíîñòü 1/(5+1)=1/6.

Øàã 7. Êîíòåêñòîì äëèíû 1 ïî îòíîøåíèþ ê Ñ ÿâëÿåòñÿ ïðîáåë.
Ïîñëå ïðîáåëà âñòðå÷àëàñü òîëüêî áóêâà W. Íóæíî ïåðåäàòü esc (åãî
âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1/2) è ïåðåéòè ê êîíòåêñòó íóëåâîé äëèíû. Íî è ïðè
êîíòåêñòå íóëåâîé äëèíû áóêâà Ñ íå âñòðå÷àëàñü. Ñíîâà íàäî ïåðåäàòü
esc, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà 1/7. Îäíàêî, èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè âîç-
ìîæíûõ áóêâ íå ìîæåò áûòü áóêâû W. Ýòî ïîâûøàåò âåðîÿòíîñòü esc-
ñèìâîëà äî 1/6.

Øàã 22. Ýòî íàèáîëåå òèïè÷íûé øàã, àëãîðèòì ðàáîòàåò íà ýòîì
øàãå âåñüìà ýôôåêòèâíî. Êîíòåêñòîì ïî îòíîøåíèþ ê ïðîáåëó âûñòó-
ïàåò _WE . Ýòà êîìáèíàöèÿ óæå âñòðå÷àëàñü, è çà íåé ñëåäîâàë ïðîáåë.
Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèìè áóêâàìè ìîãóò áûòü ïðîáåë è esc ñ ðàâíû-
ìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ïîýòîìó äëÿ ïåðåäà÷è ïðîáåëà ïîòðåáóåòñÿ âñåãî 1
áèò.

Øàã 23. Áóêâå W ïðåäøåñòâóåò êîíòåêñò _WE_. Ïðè ïðåäûäóùåì
ïîÿâëåíèè ýòîãî êîíòåêñòà çà íèì ñëåäîâàëà äðóãàÿ áóêâà (Ñ). Ïîýòîìó
ïåðåäàåòñÿ esc (âåðîÿòíîñòü 1/2). Êîíòåêñò óêîðà÷èâàåòñÿ è ïðåîáðàçî-
âûâàåòñÿ â WE_. Çà ýòèì êîíòåêñòîì ðàíåå ñëåäîâàëà òîëüêî Ñ è íàäî
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ñíîâà ïåðåäàâàòü esc. Åãî âåðîÿòíîñòü áåç ó÷åòà èñêëþ÷åíèé áûëà áû
ðàâíà 1/2. Íî ïðè ïåðåäà÷å ïðåäûäóùåãî esc ìû óæå èíôîðìèðîâàëè,
÷òî áóêâà Ñ èñêëþ÷åíà, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü esc-ñèìâîëà ðàâíà 1. Êîí-
òåêñò ñîêðàòèëñÿ äî Å_. Ñíîâà âåðîÿòíîñòü esc ðàâíà 1, è êîíòåêñò ñî-
êðàùàåòñÿ äî ïðîáåëà. Ïîñëå ïðîáåëà âñòðå÷àëèñü W(2 ðàçà), Ñ, D è À.
Áóêâà Ñ íåâîçìîæíà, çíà÷èò âåðîÿòíîñòü W ðàâíà 2/5.

Øàã 32. Êîíòåêñò ê S � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �_WE_�. Îíà âñòðå÷à-
ëàñü äâàæäû, íî íå ðàçó ïîñëå íåå íå áûëî áóêâû S. Ïåðåäàåì esc, èìåþ-
ùèé âåðîÿòíîñòü 1/3. Ïîñëåäîâàòåëüíî óêîðà÷èâàÿ êîíòåêñò, ïðèõîäèì ê
êîíòåêñòó, ñîñòîÿùåìó èç îäíîãî ïðîáåëà. Ïðîáåë óæå âñòðå÷àëñÿ 7 ðàç,
íî íè ðàçó ïåðåä S. Èñêëþ÷àåì áóêâû Ñ è W, òîãäà âîçìîæíû òîëüêî
D è À. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü esc ðàâíà 1/3. Ïðè ïîäñ÷åòå âåðîÿòíîñòè
áóêâû S ïðè ïóñòîì êîíòåêñòå èç 31 âîçìîæíîñòè íóæíî èñêëþ÷èòü âñå
áóêâû, êîòîðûå ñëåäîâàëè ïîñëå ïðîáåëà (âñå áóêâû W, C, D, A, âñåãî 9
áóêâ). Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò 1/23.

Àíàëîãè÷íûå, íî åùå áîëåå çàïóòàííûå, ïîäñ÷åòû âûïîëíÿåò êîäåð
äëÿ àëãîðèòìà PPMD. Êàê è äîëæíî áûëî ïîëó÷èòüñÿ, PPMD ýêîíîìèò
áèòû íà êîíòåêñòàõ è áîëüøå áèò òðàòèò íà ïåðåäà÷ó áóêâ. Ïîñêîëüêó â
íàøåì ïðèìåðå ìû êîäèðóåì êîðîòêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ, àëãî-
ðèòì PPMD îêàçàëñÿ çàìåòíî ýôôåêòèâíåå àëãîðèòìà PPMÀ è ïîçâî-
ëÿåò ïåðåäàòü òåñòîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîäîâûì ñëîâîì äëèíû 232
áèò.

2.19 Ñæàòèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Áàððîóçà-Óèëåðà

Ïðåäñòàâëåííûé â äàííîì ïàðàãðàôå ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ çíà÷èòåëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå. Àâòîðû ýòîãî ñïîñîáà, Áàððîóç
è Óèëåð, îïèñàëè åãî âïåðâûå â òåõíè÷åñêîì îò÷åòå [34] â 1994 ã. Ïðåäëî-
æåííûé àëãîðèòì ïîêàçûâàë íåîæèäàííî õîðîøèå ðåçóëüòàòû, íî äàëå-
êî íå ðåêîðäíûå â ñìûñëå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè
è äîñòèæèìûì ñæàòèåì. Ñ òåõ ïîð çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ ñïåöèàëèñòîâ â
îáëàñòè ñæàòèÿ äàííûõ áûëè íàïðàâëåíû íà òî, ÷òîáû ïîâûñèòü ýôôåê-
òèâíîñòü êîäèðîâàíèÿ è íàéòè òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà. Â
ðåçóëüòàòå íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áàððîóçà-Óèëåðà áûëè ïîñòðîåíû
àðõèâàòîðû, êîòîðûå íàðàâíå ñ PPM-êîäåðàìè ÿâëÿþòñÿ ðåêîðäñìåíàìè
ïî ñæàòèþ ïðè ñðàâíåíèè íà ñòàíäàðòíûõ íàáîðàõ ôàéëîâ (ñì. ðàçäåë
2.20).

Îïèøåì ñíà÷àëà ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Áàððîóçà-Óèëëåðà. Áóäåì
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Òàáëèöà 2.10: Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà ÐÐÌÀ

Øàã Áóê- Êîíòåêñò
τt(s)

ÐÐÌÀ
âà s p̂t(esc|s) p̂t(a|s)

1 I # 0 1 1/256
2 F # 1 1/2 1/255
3 _ # 2 1/3 1/254
4 W # 3 1/4 1/253
5 E # 4 1/5 1/252
6 _ # 5 1/6
7 C _ 1,6 1/2×1/6' 1/251
8 A # 7 1/8 1/250
9 N # 8 1/9 1/249
10 N # 9 1/10
11 O N 1,10 1/2×1/9' 1/248
12 T # 11 1/12 1/247
13 _ # 12 2/13
14 D _ 2,13 1/3×1/12' 1/246
15 O # 14 1/15
16 _ O 1,15 1/2 3/15'
17 A _ 3,16 1/4 1/14'
18 S A 1,17 1/2×1/16' 1/245
19 _ # 18 4/19
20 W _ 4 1/5
21 E _W 1 1/2
22 _ _WE 1 1/2
23 W _WE_ 1,1,1,5 1/2×1'×1' 2/5'
24 O _W 2,2,23 1/3×1' 2/22'
25 U O 2,24 1/3×1/18' 1/244
26 L # 25 1/26 1/243
27 D # 26 1/27
28 _ D 1,27 1/2 6/25'
29 W _ 6 3/7
30 E _W 3 2/4
31 _ _WE 2 2/3
32 S _WE_ 2,2,2,7,31 1/3×1'×1'×1/3' 1/23'
33 H S 1,32 1/2×1/25' 1/242
34 O # 33 3/34
35 U O 3 1/4
36 L OU 1 1/2
37 D OUL 1 1/2
38 _ OULD 1 1/2
39 D OULD_ 1,1,1,1,8 1/2×1'×1'×1' 1/4'
40 O _D 1 1/2
41 _ _DO 1 1/2
42 A _DO_ 1 1/2
43 S _DO_A 1 1/2
44 _ DO_AS 1 1/2
45 W O_AS_ 1 1/2
46 E _AS_W 1 1/2
47 _ AS_WE 1 1/2
48 C S_WE_ 1,3 1/2 1/3'
49 A _WE_C 1 1/2
50 N WE_CA 1 1/2

Èòîãî d62,44 + 185,62e+ 1 = 250 áèò
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èëëþñòðèðîâàòü åãî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 2.19.1 Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Áàððîóçà-Óèëåðà. Ðàññìîòðèì
óæå çíàêîìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

IF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_ SHOULD_DO_AS_WE_CAN

Âñå öèêëè÷åñêèå ñäâèãè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíû áûòü ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè óïîðÿäî÷åíû. Ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ýòîãî øàãà äëÿ äàííîãî
ïðèìåðà ïðåäñòàâëåí â òàáëèöå 2.11. Ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ

• ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëèöû, ñòðîêàìè êîòîðîé ñëóæàò ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûå öèêëè÷åñêèå ñäâèãè èñõîäíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè;

• íîìåð òîé ñòðîêè, â êîòîðîé çàïèñàíà èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.

Â íàøåì ïðèìåðå ðåçóëüòàòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü
CC______LLWWWWISNUUAANNHWDD_AAOOO_____OOEEDTESFDSE
è ÷èñëî 16.

Îòìåòèì ïðèìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè: ñèìâîëû â ýòîé íåé �ñãðóïïèðîâàëèñü�. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
÷òè öåëèêîì ñîñòîèò èç ñåðèé îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ. Ýòî äàåò îñíîâàíèå
íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî ñæèìàòü ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ïðîùå, ÷åì
èñõîäíóþ. Ïëàòîé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïåðåäàòü íîìåð ñòðîêè (îí
æå � íîìåð ïîçèöèè, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïåðâûé ñèìâîë èñõîäíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè).

Ïîêàæåì, ÷òî ïî ðåçóëüòàòàì ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî âîññòàíîâèòü
èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áàððîóçà-Óèëëåðà. Ïîÿñíèì åãî íà ïðèìåðå, ïðåä-
ñòàâëåííîì â òàáëèöå 2.11.

Ïðèìåð 2.19.2 Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Áàððîóçà-Óèëëåðà.

Â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èçâåñòåí ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëè-
öû, ïðåäñòàâëåííîé â òàáëèöå 2.11 è íîìåð èñõîäíîé ñòðîêè. Òðåáóåòñÿ
âîññòàíîâèòü ñàìó èñõîäíóþ ñòðîêó. Ìû ëåãêî ìîæåì âîññòàíîâèòü ïåð-
âûé ñòîëáåö òàáëèöû öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî ïðîèçâåñòè ñîðòèðîâêó ïðåîáðàçîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èòàê,
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â òàáëèöå 2.11 ìû çíàåì ïåðâûé, ïîñëåäíèé ñòîëáåö è èíäåêñ èñõîäíîé
ñòðîêè (÷èñëî 16).

Ïîíÿòíî, ÷òî â 16 ÿ÷åéêå ïåðâîãî ñòîëáöà ìû íàéäåì ïåðâóþ áóêâó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áóêâó I. Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó öèêëè÷íîñòè, â íàøåé
òàáëèöå òà ñòðîêà, êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâîé áóêâîé, íà÷èíàåòñÿ ñî
âòîðîé áóêâû. Áóêâîé I çàêàí÷èâàåòñÿ 14 ñòðîêà. Çàãëÿíóâ â åå ïåðâûé
ñòîëáåö, çàêëþ÷àåì, ÷òî âòîðûì ñèìâîëîì áûë F. Êàêèì áûë ñëåäóþùèé
ñèìâîë?

Íàõîäèì F â ïîñëåäíåì ñòîëáöå (ñòðîêà 46) è ñ÷èòûâàåì ïåðâûé ñèì-
âîë òîé æå ñòðîêè. Îêàçûâàåòñÿ, òðåòüèì ñèìâîëîì áûë ïðîáåë. Â ýòîì
ìåñòå ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåáîëüøîé ïðîáëåìîé. Ïðîáåëîâ â ïîñëåäíåì
ñòîëáöå ìíîãî. Êàêîé èç íèõ �ïðàâèëüíûé�?

Âûðó÷àåò òî, ÷òî âñå ñòðîêè òàáëèöû ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷å-
íû. Îäèíàêîâûå ñèìâîëû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà óïîðÿäî÷åíû ïî çíà÷åíèÿì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìâîëîâ ïåðâîãî ñòîëáöà. Áóêâå F ïîñëåäíåãî ñòîëáöà
ñîîòâåòñòâóåò 9-é ïî ñ÷åòó ïðîáåë ïåðâîãî ñòîëáöà. Çíà÷èò, ÷òîáû íàé-
òè �íàø� ïðîáåë, ìû äîëæíû ïðîïóñòèòü 8 ïðîáåëîâ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà
è îñòàíîâèòüñÿ íà äåâÿòîì. Òàê ìû ïîïàäàåì íà ñòðîêó 34. Â åå ïåð-
âîì ñòîëáöå íàõîäèì ñëåäóþùèé ñèìâîë W. Ïðîäîëæàÿ, ìû ïðàâèëüíî
âîññòàíîâèì âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåïåðü íóæíî âûáðàòü ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Äëÿ ýòîãî öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü îïèñàííûé âûøå
â ðàçäåëå 2.15 ìåòîä ñòîïêè êíèã.

Ïðèìåð 2.19.3 Êîäèðîâàíèå ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòîäîì
ñòîïêè êíèã.

Ïåðåïèøåì ðåçóëüòàò ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áàððîóçà-Óèëëåðà
CC______LLWWWWISNUUAANNHWDD_AAOOO_____OOEEDTESFDSE
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ïèñàòü ñèìâîë esc âñÿêèé ðàç ïðè ïîÿâ-
ëåíèè �íîâîé� áóêâû â òåêñòå è �ñòåïåíü íîâèçíû� (÷èñëî ðàçëè÷íûõ
áóêâ ìåæäó ïðåäûäóùèì è òåêóùèì ïîÿâëåíèåì áóêâû), åñëè áóêâà
âñòðå÷àëàñü. Ïîëó÷àåì
esc 0 esc 0 0 0 0 0 esc 0 esc 0 0 0 esc esc esc esc 0 esc 0
2 0 esc 6 esc 0 9 5 0 esc 0 0 2 0 0 0 0 1 0 esc 0 4 esc 2 10
esc 4 2 3

Âîñïîëüçóåìñÿ íóìåðàöèîííûì êîäèðîâàíèåì äëÿ ïåðåäà÷è ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Êîìïîçèöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïîäñ÷åò êîëè÷å-
ñòâà áèò íà åå ïåðåäà÷ó äàíû â òàáëèöå 2.12.

Â ïåðâîé ñòðî÷êå òàáëèöû ïðè îïðåäåëåíèè ÷èñëà áèò ìû ïðèíÿëè
âî âíèìàíèå òî, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ áóêâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò
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Òàáëèöà 2.11: Ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ
0 A NIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_ C
1 A NNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_ C
2 A S_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO _
3 A S_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO _
4 C ANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE _
5 C ANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE _
6 D O_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD _
7 D O_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT _
8 D _DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOU L
9 D _WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOU L
10 E _CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_ W
11 E _CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_ W
12 E _SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_ W
13 E _WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_ W
14 F _WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CAN I*
15 H OULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_ S
16 I F_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CA N
17 L D_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHO U
18 L D_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WO U
19 N IF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_C A
20 N NOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_C A
21 N OT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CA N
22 O T_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CAN N
23 O ULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_S H
24 O ULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_ W
25 O _AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_ D
26 O _AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_ D
27 S HOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE _
28 S _WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_ A
29 S _WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_ A
30 T _DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANN O
31 U LD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SH O
32 U LD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_W O
33 W E_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS _
34 W E_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF _
35 W E_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD _
36 W E_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS _
37 W OULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE _
38 _ AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_D O
38 _ AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_D O
40 _ CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_W E
41 _ CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_W E
42 _ DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOUL D
43 _ DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNO T
44 _ SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_W E
45 _ WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_A S
46 _ WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANI F
47 _ WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_WE_WOUL D
48 _ WE_WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_A S
49 _ WOULD_WE_SHOULD_DO_AS_WE_CANIF_WE_CANNOT_DO_AS_W E
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Òàáëèöà 2.12: Êîäèðîâàíèå êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

Áóêâà Êîëè÷åñòâî Áèòû
esc 15 log(50)
0 23 log(50�15+1)=log(36)
1 1 log(50�15�23+1)=log(13)
2 4 log(12)
3 1 log(8)
4 2 log(7)
5 1 log(5)
6 1 log(4)
7 0 log(3)
8 0 log(3)
9 1 log(3)
10 1 log(2)

Èòîãî d33, 98e+ 1=35 áèò

ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî 50. Íóëè â ïðåîáðàçîâàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ïîâòîðåíèè áóêâ. ×èñëî íóëåé íàõîäèòñÿ â èíòåð-
âàëå îò 0 äî 35. Èñõîäÿ èç ýòîãî, äëÿ ïåðåäà÷è ÷èñëà íóëåé äîñòàòî÷íî
log(36) áèò è ò.ä. Ïðèâåäåííûé â òàáëèöå ïîäñ÷åò ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî
âñå çíà÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ äèàïàçîíàõ ðàâíîâåðîÿòíû è ïðèìåíÿ-
åòñÿ àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó
êîìïîçèöèè ñîñòàâÿò 35 áèò. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòîå ðàâíîìåðíîå
êîäèðîâàíèå, îòâîäÿ dlog(i + 1)e áèò íà ïåðåäà÷ó ÷èñëà, çíà÷åíèÿ êîòî-
ðîãî â äèàïàçîíå îò 0 äî i. Òîãäà çàòðàòû ñîñòàâèëè áû 38 áèò.

Äëÿ ïåðåäà÷è âñåõ áóêâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ esc-ñèìâîëàì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äîñòàòî÷íî 8×15=120 áèò.

Äëÿ ïåðåäà÷è íîìåðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñïèñêå âñåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ñ çàäàííîé êîìïîçèöèåé ïîòðåáóåòñÿ

⌈
log

50!

23!15!4!2!1!...1!

⌉
= 94 áèò .

Â èòîãå ïîëó÷àåì îöåíêó
l = 35 + 120 + 94 + 6 = 255 áèò ,

ãäå ïîñëåäíèå 6 áèò ó÷èòûâàþò çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó èíäåêñà èñõîäíîé
ñòðîêè â òàáëèöå öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ. Çàòðàòû ïîëó÷èëèñü ïðèìåðíî
òàêèå æå, ÷òî è ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà ÐÐÌÀ.
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Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé ìåòîä ïåðåäà÷è ïðåîáðàçîâàííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íå î÷åíü ýôôåêòèâåí. Îí ó÷èòûâàåò âûñîêóþ âåðîÿòíîñòü
íóëåé â ïðåîáðàçîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íî çàâåäîìî íå ó÷èòûâàåò
èõ òåíäåíöèè ê ãðóïïèðîâàíèþ.

Ñ ìîìåíòà èçîáðåòåíèÿ àëãîðèòìà Áàððîóçà-Óèëåðà â 1994 ã. ïî íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ áûëî ïðåäëîæåíî ìíîãî àëãîðèòìîâ áîëåå ýôôåêòèâíîãî
êîäèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îäèí èç ñàìûõ óäà÷íûõ àëãî-
ðèòìîâ ïðåäëîæåí Å.Áèíäåðîì (Binder E.) â 2000 ã. è íàçûâàåòñÿ ìåòî-
äîì êîäèðîâàíèÿ ðàññòîÿíèé. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìåòîäà ïðèâåäåíî â
[12].

2.20 Ñðàâíåíèå ñïîñîáîâ êîäèðîâàíèÿ. Õà-
ðàêòåðèñòèêè àðõèâàòîðîâ

Çàâåðøèì ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé êîäèðîâàíèþ äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ,
ñðàâíåíèåì èçó÷åííûõ àëãîðèòìîâ.

Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê òåêñòó èç 50 áóêâ, íà êîòîðîì ìû èëëþñòðè-
ðîâàëè ïðèíöèïû ðàáîòû àëãîðèòìîâ. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé (ñì. [12])
ñâåäåíû â òàáëèöó 2.13

Õîòÿ ìàëåíüêàÿ äëèíà íàøåãî òåêñòà íå ïîçâîëÿåò äåëàòü íàäåæíûõ
âûâîäîâ î ñðàâíèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåííûå â
òàáëèöå äàííûå äîâîëüíî êðàñíîðå÷èâû. Ïðåäëîæåííûå îòíîñèòåëüíî
íåäàâíî àëãîðèòìû PPMD è êîäèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Áàððîóçà-Óèëëåðà, ñóùåñòâåííî ýôôåêòèâíåå äðóãèõ ìåòîäîâ êî-
äèðîâàíèÿ.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü èçó÷åííûå àëãîðèòìû â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðè-
ìåíåíèÿ è âûáðàòü ëó÷øèé èç íèõ. Ýòà çàäà÷à íå èìååò îäíîçíà÷íî-
ãî ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè êîäèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ôàéëîâ äàííûõ
ïðåäïî÷òèòåëüíûìè áóäóò ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû.

Ìíîãîëåòíÿÿ êîíêóðåíöèÿ ðàçðàáîò÷èêîâ àëãîðèòìîâ ñæàòèÿ èíôîð-
ìàöèè ïðèâåëà ê ñîçäàíèþ íàáîðîâ òåñòîâûõ ôàéëîâ, íà êîòîðûõ ïðè-
íÿòî ïðîèçâîäèòü ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ. ×àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ íà-
áîð, íàçûâàåìûé Calgary Corpus, ñîñòîÿùèé èç 19 ôàéëîâ, îáùèé îáú-
åì êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 3251493 áàéò. Â ñîñòàâ íàáîðà âõîäÿ òåêñòû íà
àíãëèéñêîì ÿçûêå (õóäîæåñòâåííûå è òåõíè÷åñêèå), áèáëèîãðàôè÷åñêèé
ñïèñîê, íîâîñòè â âèäå ñîîáùåíèé ýëåêòðîííîé ïî÷òû, ïðîãðàììû íà
ÿçûêàõ Ñ, Lisp è Ïàñêàëü, ôàêñèìèëüíîå èçîáðàæåíèå, ãåîôèçè÷åñêèå
äàííûå, èñïîëíÿåìûå êîäû ïðîãðàìì.

Â òàáëèöå 2.14 ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ îá àëãîðèòìàõ ñ íàèëó÷øèì ñæà-
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Òàáëèöà 2.13: Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ íà ïðèìåðå êîðîòêîãî òåêñòà
Àëãîðèòì Ðàçäåë Çàòðàòû

(áèò)
Ïåðåäà÷à áåç êîäèðîâàíèÿ 400
Äâóõïðîõîäíîå êîäèðîâàíèå, 2.9 302
êîä Õàôôìåíà
Íóìåðàöèîííîå êîäèðîâàíèå 2.10 283
Àäàïòèâíîå àðèôìåòè÷åñêîå 2.11 293
êîäèðîâàíèå (àëãîðèòì À)
Àäàïòèâíîå àðèôìåòè÷åñêîå 2.11 283
êîäèðîâàíèå (àëãîðèòì D)
Àëãîðèòì LZ77 2.16 280
Àëãîðèòì LZFG 2.16 299
Àëãîðèòì LZW 2.17 291
Àëãîðèòì PPMA 2.18 250
Àëãîðèòì PPMD 2.18 232
Ïðåîáðàçîâàíèå BW+ 2.19 255
ñòîïêà êíèã
Ïðåîáðàçîâàíèå BW+ 2.19 235
êîäèðîâàíèå ðàññòîÿíèé
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òèåì è, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ øèðîêî èñïîëüçóåìî-
ãî àðõèâàòîðà PKZIP. Ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå äàííûå çàèìñòâîâàíû
èç Èíòåðíåò-ñòðàíèöû http://compression.ca/ è îòðàæàþò äîñòèæåíèÿ
â îáëàñòè ñæàòèÿ äàííûõ íà êîíåö 2002 ã. Íà ýòîé æå ñòðàíèöå ìîæíî
ïîëó÷èòü áîëåå ïîäðîáíûå äàííûå îá ýòèõ è ìíîãèõ äðóãèõ àðõèâàòîðàõ.

Òàáëèöà 2.14: Ñðàâíåíèå àðõèâàòîðîâ íà òåñòîâîì íàáîðå Calgary Corpus
Àðõèâàòîð Ïðèíöèï ðàáîòû Ñêîðîñòü
(àâòîð) (áèò/áàéò)
RK 1.04.01 LZ, PPMZ 1.8226
(M. Taylor)
SBC 0.968 Ïðåîáðàçîâàíèå 1.8846
(S. J. M�akinen) Áàððîóçà-Óèëëåðà
RAR(Win32)3.00b5 LZ77 variant 1.9244
(Å.Ðîøàëü) + Hu�man
ACB 2.00c Associative Coding 1.9546
(Ã.Áóÿíîâñêèé) Algorithm
PPMD vE PPM 2.0153
(Ä. Øêàðèí) 2.0153
PKZIP 2.6.02 Win95 LZH, LZW 2.6062
(PKWARE)

Çàâåðøàÿ ðàçäåë, ïîâòîðèì, ÷òî ñæàòèå êîìïüþòåðíûõ ôàéëîâ �
ëèøü îäíî èç ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ äèñêðåò-
íûõ èñòî÷íèêîâ. Êàæäûé èç ìåòîäîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â òàáëèöàõ 2.13,
2.14, èìååò ñâîþ îáëàñòü ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ
çàäà÷àõ õðàíåíèÿ, îáðàáîòêè è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.



Ãëàâà 3

Êîäèðîâàíèå äëÿ
äèñêðåòíûõ êàíàëîâ ñ
øóìîì
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîäèðîâàíèå ñ öåëüþ çàùèòû ïå-
ðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè îò ïîìåõ è èñêàæåíèé ïðè ïåðåäà÷å ïî êàíà-
ëàì ñâÿçè, ëèáî ïðè õðàíåíèè èíôîðìàöèè. Ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ïðè êîäèðîâàíèè â èíôîðìàöèþ èñêóññòâåííî âíîñèòñÿ èçáû-
òî÷íîñòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè èñêàæåíèè ÷àñòè ïåðåäàâàåìûõ äàí-
íûõ ñîîáùåíèÿ èñòî÷íèêà ìîãëè áûòü ïðàâèëüíî äåêîäèðîâàíû. Òàêèì
îáðàçîì, â íåêîòîðîì ñìûñëå çàäà÷à êîäèðîâàíèÿ äëÿ êàíàëîâ ïðîòèâî-
ïîëîæíà çàäà÷å êîäèðîâàíèÿ èñòî÷íèêà.

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîìåõîóñòîé÷èâîãî
êîäèðîâàíèÿ

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñâÿçè, â êîòîðîé âõîäîì êàíà-
ëà ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íûå ñèãíàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìâîëàì àëôàâèòà
X = {0, 1}. Íà âûõîäå êàíàëà êàæäûé ñèãíàë àíàëèçèðóåòñÿ è âûíîñèò-
ñÿ ðåøåíèå â ïîëüçó îäíîãî èç äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ âûõîäíîãî àëôàâèòà
Y = X.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäëåæàùàÿ ïåðåäà÷å èíôîðìàöèÿ ïðåäñòàâëå-
íà â äâîè÷íîé ôîðìå è ïîýòîìó ýëåìåíòàðíûå ñîîáùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé òàêæå äâîè÷íûå ñèìâîëû 0 ëèáî 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì
íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü âõîäíûå ñèìâîëû êàíàëà äëÿ ïåðåäà÷è
ñîîáùåíèé èñòî÷íèêà. Ïðåäïîëîæèì, îäíàêî, ÷òî èç-çà øóìà â êàíàëå
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ñâÿçè ïðè ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ âîçìîæíû îøèáêè. Êàê ìîæíî óñîâåðøåí-
ñòâîâàòü ñèñòåìó ñâÿçè, ñ òåì, ÷òîáû óñòðàíèòü îøèáêè èëè, ïî ìåíüøåé
ìåðå, óìåíüøèòü èõ äîëþ â ïðèíÿòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîáùåíèé?

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè.

Ïðèìåð 3.1.1 Áóäåì âìåñòî ñîîáùåíèÿ 0 ïåðåäàâàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 000, à âìåñòî 1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 111. Ìíîæåñòâî ïåðåäàâà-
åìûõ ïî êàíàëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáðàçóåò êîä, êîòîðûé â äàííîì
ñëó÷àå èìååò äëèíó 3 è ñîäåðæèò 2 êîäîâûõ ñëîâà (ìîùíîñòü êîäà ðàâ-
íà 2). Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ïåðåäà÷à ñèìâîëîâ áîëåå âåðîÿòíà, ÷åì
íåïðàâèëüíàÿ, ëåãêî ïðåäëîæèòü ðàçóìíóþ ñòðàòåãèþ ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé äåêîäåðîì. Åñëè ïðèíÿòàÿ èç êàíàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �áîëüøå
ïîõîæà� íà 000, ÷åì íà 111, äåêîäåð ñ÷èòàåò, ÷òî ïåðåäàâàëîñü ñîîáùåíèå
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò ðåøåíèå â ïîëüçó ñîîáùåíèÿ 1. Èíà÷å
ãîâîðÿ, åñëè ÷èñëî åäèíèö ìåíüøå 2, ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ â ïîëüçó 0, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � â ïîëüçó 1. ¤

×èñëî íåñîâïàäàþùèõ ïîçèöèé â äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ x è y
íàçûâàþò ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà ìåæäó ýòèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.
Îïèñàííûé â ïðèìåðå äåêîäåð ÿâëÿåòñÿ äåêîäåðîì, ïðèíèìàþùèì ðå-
øåíèÿ ïî ïðèíöèïó ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà.

Íàçîâåì ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé y íà âûõîäå êàíàëà, äåêîäè-
ðóåìûõ â ïîëüçó íåêîòîðîãî êîäîâîãî ñëîâà (òî÷íåå, â ïîëüçó ñîîáùåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó ñëîâó), ðåøàþùåé îáëàñòüþ ñëîâà (ñîîáùå-
íèÿ). Ðåøàþùèå îáëàñòè äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.1.

Òàáëèöà 3.1: Êîððåêòèðóþùèé êîä èç ïðèìåðà 3.1.1
Ñîîáùåíèÿ Êîäîâûå ñëîâà Ðåøàþùèå îáëàñòè

0 000 {000, 001, 010, 100}
1 111 {011, 101, 110, 111}

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îäèíî÷íàÿ îøèáêà â êàíàëå ñâÿçè ïðè èñïîëü-
çîâàíèè òàêîãî êîäà íå îïàñíà. Äåêîäåð ïðèìåò ïðàâèëüíîå ðåøåíèå.
Ïðî òàêîé êîä ãîâîðÿò, ÷òî îí èñïðàâëÿåò âñå îøèáêè êðàòíîñòè 1. Çà-
ìåòèì, ÷òî íà ïåðåäà÷ó îäíîãî áèòà èíôîðìàöèè äàííûé êîä çàòðà÷è-
âàåò 3 äâîè÷íûõ ñèãíàëà. Ðàçóìíîé õàðàêòåðèñòèêîé êîäà ñëóæèò åãî
ñêîðîñòü, êîòîðàÿ óêàçûâàåò êîëè÷åñòâî áèò èíôîðìàöèè, ïåðåíîñèìûõ
îäíèì ñèãíàëîì. Ñêîðîñòü êîäà â äàííîì ïðèìåðå ðàâíà
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R = 1/3 = 0, 33(áèò/ñèìâîë êàíàëà).
Ðàññìîòðèì åùå îäèí, íåìíîãî áîëåå ñëîæíûé, ïðèìåð êîäà, èñïðàâ-

ëÿþùåãî îäèíî÷íûå îøèáêè.

Ïðèìåð 3.1.2 Îáúåäèíèì áèòû ïåðåäàâàåìîãî ñîîáùåíèÿ â ïàðû. Ìíî-
æåñòâî �ðàñøèðåííûõ ñîîáùåíèé� ñîñòîèò òåïåðü èç 4 ðàçëè÷íûõ äâîè÷-
íûõ êîìáèíàöèé. Ïðèâåäåííûé â òàáëèöå 3.2. ïðèìåð ïîêàçûâàåò îäíó
èç âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé êîäà äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ñîîáùåíèé. ¤

Òàáëèöà 3.2: Êîä ïðèìåðà 3.1.2
Ñîîáùåíèÿ Êîäîâûå ñëîâà Ðåøàþùèå îáëàñòè

00 00000 {00000,00001,00010,00100,
01000,10000,11000,10001}

01 10110 {10110,10111,10100,10010,
11110,00110,01110,00111}

10 01011 {01011,01010,01001,01111,
00011,11011,10011,11010}

11 11101 {11101,11100,11111,11001,
10101,01101,00101,01100}

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòîò êîä
òàêæå íå áîèòñÿ îäíîêðàòíûõ îøèáîê, íî åãî ñêîðîñòü íåñêîëüêî áîëüøå,
ïîñêîëüêó 5 ñèãíàëîâ áóäåò çàòðà÷åíî óæå íà ïåðåäà÷ó äâóõ äâîè÷íûõ
ñîîáùåíèé. Ïîýòîìó

R =
2

5
= 0, 4 áèò/ñèìâîë êàíàëà.

Ïîíÿòíî, ÷òî ðàññìîòðåííûå êîäû íå ñïàñàþò ïîëíîñòüþ îò îøèáîê ïðè
ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé. Êîä ïðèìåðà 3.1.1 íå çàùèùàåò îò äâóêðàòíûõ îøè-
áîê. Êîä ïðèìåðà 3.1.2 èñïðàâëÿåò íåêîòîðûå êîìáèíàöèè 2-êðàòíûõ
îøèáîê (íàïðèìåð, 11000, 10001), íî âñå îñòàëüíûå êîìáèíàöèè èç 2
èëè áîëüøåãî ÷èñëà îøèáîê íåìèíóåìî ïðèâîäÿò ê âûäà÷å ïîëó÷àòåëþ
íåïðàâèëüíî äåêîäèðîâàííûõ ñîîáùåíèé.

Ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû óáåæäàþò â òîì, ÷òî âàæíûìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè êîäà, çàùèùàþùåãî èíôîðìàöèþ îò îøèáîê, ÿâëÿþòñÿ åãî
ñêîðîñòü è ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü. Ïîñëåäíÿÿ õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò áûòü
÷èñëåííî èçìåðåíà âåðîÿòíîñòüþ âûäà÷è ïîëó÷àòåëþ îøèáî÷íîãî ñîîá-
ùåíèÿ.
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Uu ∈ˆ  nY∈y  Uu ∈  nX∈x  
Кодер Канал Декодер 

Ðèñ. 3.1: Ñõåìà ñèñòåìû ñâÿçè

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ñõåìó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 3.1.

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ñîîáùåíèé áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ÷èñåë U = {1, ..., M}.

Êîäîì êàíàëà íàä àëôàâèòîì X íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé A = {xm}, m = 1, ..., M , A ∈ Xn. Ñàìè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè, èõ äëèíà n íàçûâàåòñÿ äëèíîé
êîäà, êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé M íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ êîäà,
âåëè÷èíà

R =
log M

n
(3.1)

íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ êîäà. Ñêîðîñòü êîäà èçìåðÿåòñÿ â áèòàõ íà ñèìâîë
êàíàëà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êîãäà M = 2k, êàæäîìó èç êîäîâûõ ñëîâ ìîæ-
íî ñîïîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç k èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ (k
áèò). Äëÿ èõ ïåðåäà÷è áóäåò èñïîëüçîâàíî êîäîâîå ñëîâî äëèíû n. Ñêî-
ðîñòü ïåðåäà÷è â áèòàõ íà ñèìâîë êàíàëà ñîñòàâèò R = log M/n = k/n
áèò/ñèìâîë.

Íà êàæäîì òàêòå ðàáîòû ñèñòåìû ñâÿçè êîäåð ïîëó÷àåò îò èñòî÷íèêà
íåêîòîðîå ñîîáùåíèå u è ïðåîáðàçóåò â ñîîòâåòñòâóþùåå êîäîâîå ñëîâî
x. Â ðåçóëüòàòå ïåðåäà÷è ïî êàíàëó íà âûõîäå êàíàëà ïîÿâëÿåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü y. Äåêîäåð ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y âû÷èñëÿåò îöåíêó
íîìåðà ïåðåäàííîãî ñîîáùåíèÿ û. Ñîáûòèå û 6= u íàçûâàåòñÿ îøèáêîé
äåêîäèðîâàíèÿ, à åãî âåðîÿòíîñòü � âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ñêî-
ðîñòü êîäà ïðè íàèìåíüøåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè. Ýòè äâà òðåáîâàíèÿ
ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû êîäîâ ïîêàçûâà-
þò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà êîäîâûõ ñëîâ óìåíüøàþòñÿ ðàçìåðû ðå-
øàþùèõ îáëàñòåé, óìåíüøàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè,
óâåëè÷èâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî êàíàëà ìîæíî óêàçàòü ñêîðîñòü êîäà, ïðè êîòîðîé âåðîÿòíîñòü
îøèáêè ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé.

×èñëî C íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ êàíàëà, åñëè ïðè ëþ-
áîé ñêîðîñòè êîäà R < C ñóùåñòâóþò êîäû, îáåñïå÷èâàþùèå ñêîëü óãîä-
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íî ìàëóþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè è, íàïðîòèâ, ïðè R > C ñóùåñòâóåò êîí-
ñòàíòà ε > 0, òàêàÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè ëþáîãî êîäà îãðàíè÷åíà
ñíèçó âåëè÷èíîé ε (ò.å. âåðîÿòíîñòü îøèáêè íå ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü
óãîäíî ìàëîé).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëî C äëÿ çàäàííîé ìîäåëè êà-
íàëà ÿâëÿåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ, íóæíî äîêàçàòü äâå òåîðåìû
êîäèðîâàíèÿ: ïðÿìóþ è îáðàòíóþ. Ïðÿìàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ óòâåð-
æäàåò, ÷òî ïðè ëþáîé ñêîðîñòè ìåíüøåé C äîñòèæèìà ñêîëü óãîäíî ìà-
ëàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè, îáðàòíàÿ òåîðåìà � íàïðîòèâ, ÷òî ïðè ñêîðîñòè
áîëüøåé C âåðîÿòíîñòü îøèáêè áóäåò áîëüøîé äëÿ ëþáîãî êîäà.

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ
ïîìèìî ñêîðîñòè è âåðîÿòíîñòè îøèáêè íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíè-
ìàíèå åùå îäèí ïàðàìåòð ñèñòåìû ñâÿçè � ñëîæíîñòü åå ïðàêòè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðàêòè÷åñêèå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ êîð-
ðåêòèðóþùèõ êîäîâ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîì êóðñå. Â ïîñëåäóþùèõ
ïàðàãðàôàõ ìû íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü äëÿ íåêî-
òîðûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé êàíàëîâ è äîêàæåì ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû
êîäèðîâàíèÿ.

3.2 Ìîäåëè êàíàëîâ
Êàíàë ïðåîáðàçóåò äèñêðåòíóþ âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàä àëôà-
âèòîì X â âûõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëå-
æàò, âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãîìó àëôàâèòó Y . Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìî-
äåëü êàíàëà çàäàíà, åñëè äëÿ ëþáûõ n è ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x ∈ Xn, y ∈ Y n óêàçàíî ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè
p(y|x).

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå xn
i = (xi, ..., xn). Êàíàë íàçûâàåòñÿ ñòàöèî-

íàðíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ j è n è ëþáûõ xj+n
j+1 ∈ Xn, yj+n

j+1 ∈ Y n óñëîâíûå
âåðîÿòíîñòè p(yj+n

j+1 |xj+n
j+1) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî çíà÷åíèÿìè ñèìâî-

ëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé âî âðåìåíè (îò èíäåêñà j).

Êàíàë íàçûâàåòñÿ êàíàëîì áåç ïàìÿòè, åñëè äëÿ ëþáûõ j è n è
ëþáûõ xj+n

j+1 ∈ Xn, yj+n
j+1 ∈ Y n

p(yj+n
j+1 |xj+n

j+1) =

j+n∏
i=j+1

p(yi|xi).

Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ, â êàíàëå áåç ïàìÿòè ñîáûòèÿ, ïðîèñõî-
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äÿùèå ïðè ïåðåäà÷å ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñèìâîëîâ, íåçàâèñèìû.
Ñòàöèîíàðíûé êàíàë áåç ïàìÿòè íàçûâàþò äèñêðåòíûì ïîñòîÿííûì

êàíàëîì (ÄÏÊ).
Äëÿ îïèñàíèÿ ÄÏÊ äîñòàòî÷íî óêàçàòü îäíîìåðíûå óñëîâíûå âåðî-

ÿòíîñòè {p(y|x), x ∈ X, y ∈ Y }. Ïîëîæèì X = {0, ..., K − 1}, Y =
{0, ..., L− 1}. Îáîçíà÷èì pij = p(y = j|x = i}, i ∈ X, j ∈ Y . Ïåðåõîäíûå
âåðîÿòíîñòè êàíàëà pij óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå ìàòðèöû




p00 p01 · · · p0,L−1
p10 p11 · · · p1,L−1... ... . . . ...

pK−1,0 pK−1,1 · · · pK−1,L−1


 .

Ýòà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-
íîñòåé êàíàëà. Îíà ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ìîäåëü ÄÏÊ. Ïðèâåäåì äâà
ïðîñòûõ, íî âàæíûõ ïðèìåðà ÄÏÊ.
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Ðèñ. 3.2: Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ïîñòîÿííûõ êàíàëîâ

Ïðèìåð 3.2.1 Äâîè÷íûé ñèììåòðè÷íûé êàíàë (ÄÑÊ). Äëÿ äàííîé
ìîäåëè X = Y = {0, 1}, à ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì p10 = p01 = p, p00 = p11 = 1− p. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
èìååò âèä

P =

[
1− p p

p 1− p

]
.

Óäîáíîé ãðàôè÷åñêîé èëëþñòðàöèåé ÄÏÊ ÿâëÿþòñÿ äèàãðàììû, ïðèìåð
êîòîðîé äëÿ ñëó÷àÿ ÄÑÊ ïîêàçàí íà ðèñ. 3.2à. Óçëû ãðàôà ñîîòâåòñòâó-
þò âõîäíûì è âûõîäíûì ñèìâîëàì, ðåáðà ïîêàçûâàþò âîçìîæíûå òðàíñ-
ôîðìàöèè ñèìâîëîâ â êàíàëå, íàä ðåáðàìè çàïèñàíû ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ.
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Â ÄÑÊ èñêàæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåäàâàåìûõ äâîè÷íûõ ñèìâî-
ëîâ ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòà ïåðåäà÷è äðóãèõ ñèìâîëîâ, âå-
ðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ p (ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü ÄÑÊ) íå èçìåíÿåòñÿ
âî âðåìåíè è íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïåðåäàâàåìîãî ñèìâîëà.

Ïðèìåð 3.2.2 Äâîè÷íûé ñèììåòðè÷íûé êàíàë ñî ñòèðàíèÿìè
(ÄÑòÊ). Äèàãðàììà ýòîé ìîäåëè ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.2á, à ìàòðèöà
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä

P =

[
1− p− ε

p
ε
ε

p
1− p− ε

]
.

Âõîäíîé àëôàâèò ÄÑòÊ ñîäåðæèò äâà ñèìâîëà, 0 è 1, à âûõîäíîé àëôà-
âèò ïîìèìî ýòèõ äâóõ ñèìâîëîâ ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ñèìâîë z, êî-
òîðûé íàçûâàþò ñèìâîëîì ñòèðàíèÿ. Â ÄÑòÊ êàæäûé èç âõîäíûõ ñèì-
âîëîâ ìîæåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p ïðåâðàòèòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûé ñèìâîë
è ñ âåðîÿòíîñòüþ ε ìîæåò ïðèíÿòü íåîïðåäåëåííîå çíà÷åíèå, íàçûâàå-
ìîå ñòèðàíèåì. Âåðîÿòíîñòè îøèáêè p è ñòèðàíèÿ ε ïîñòîÿííû, îíè íå
çàâèñÿò îò ðåçóëüòàòîâ ïåðåäà÷è ïðåäûäóùèõ è ñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ è
îò çíà÷åíèÿ ïåðåäàâàåìîãî â äàííûé ìîìåíò ñèìâîëà.

3.3 Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ. Ñðåäíÿÿ âçàèì-
íàÿ èíôîðìàöèÿ

Ïðè èçó÷åíèè êàíàëîâ ñâÿçè íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîçìîæíîñòü ïî-
ëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ïåðåäàâàåìûõ ñîîáùåíèÿõ ïî ñèìâîëàì, íàáëþ-
äàåìûì íà âõîäå êàíàëà. Ãîâîðÿ áîëåå ôîðìàëüíî, äëÿ çàäàííîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ XY = {(x, y), p(x, y)} äèñêðåòíûõ àíñàìáëåé X è Y íóæíî
êîëè÷åñòâåííî èçìåðèòü èíôîðìàöèþ îá ýëåìåíòàõ x ∈ X âõîäíîãî àí-
ñàìáëÿ, ñîäåðæàùóþñÿ â âûõîäíûõ ñèìâîëàõ y ∈ Y .

Ïîäõîäÿùåé ìåðîé òàêîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíàÿ èíôîðìà-
öèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ äëÿ ëþáûõ ïàð (x, y) ∈ XY ñîîòíîøåíèåì

I(x; y) = I(x)− I(x|y). (3.2)
Îòìåòèì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì â âûðàæåíèè I(x; y) â êà÷åñòâå ðàçäå-

ëèòåëÿ òî÷êó ñ çàïÿòîé, ÷òîáû íå ïåðåïóòàòü ýòó âåëè÷èíó ñ ñîáñòâåííîé
èíôîðìàöèåé I(x, y) ïàðû ñîîáùåíèé (x, y).

Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ ïàð (x, y), èìåþùèõ
íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü.
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Ïîïðîáóåì ïîÿñíèòü ñìûñë ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ. Óìåíüøàåìîå I(x)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííîé èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåé-
ñÿ â ñîîáùåíèè x. Âû÷èòàåìîå � óñëîâíàÿ ñîáñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ ïðè
èçâåñòíîì y, èíûìè ñëîâàìè, ýòî êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, îñòàâøåéñÿ â
x ïîñëå ïîëó÷åíèÿ y. Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü I(x; y) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé èçìåíåíèå èíôîðìàöèè â x áëàãîäàðÿ ïîëó÷åíèþ y. Âïîëíå ðàçóìíî
ïðèíÿòü ýòó âåëè÷èíó â êà÷åñòâå ìåðû èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â y
îá x.

Îòìåòèì ñâîéñòâà âçàèìíîé èíôîðìàöèè.

Ñâîéñòâî 3.3.1 Ñèììåòðè÷íîñòü: I(x; y) = I(y; x).

Ñâîéñòâî 3.3.2 Åñëè x è y íåçàâèñèìû, òî I(x, y) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîé èíôîð-
ìàöèè è îïðåäåëåíèé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè è íåçàâèñèìîñòè.

Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ õàðàêòåðèçóåò ïàðû ñîîáùåíèé è ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé îïðåäåëåííîé íà ïðîèçâåäåíèè àíñàìáëåé XY .

Ñðåäíåé âçàèìíîé èíôîðìàöèåé ìåæäó àíñàìáëÿìè X è Y íàçûâà-
åòñÿ âåëè÷èíà

I(X; Y ) = M [I(x; y)] .

Ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ñðåäíþþ âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ ÷åðåç ñîâ-
ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, èìååò âèä

I(X; Y ) =
∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y) log
p(y|x)

p(y)
. (3.3)

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíÿÿ âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ îïðåäåëåíà äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ äèñêðåòíûõ àíñàìáëåé, âêëþ÷àÿ àíñàìáëè, ñîäåðæàùèå ýëåìåíòû,
èìåþùèå íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü. (Âêëàä ïàð (x, y) òàêèõ, ÷òî p(x, y) = 0
â âåëè÷èíó I(X; Y ) áóäåò ðàâåí íóëþ).

Èçó÷èì ñâîéñòâà ââåäåííîé èíôîðìàöèîííîé ìåðû.

Ñâîéñòâî 3.3.3 Ñèììåòðè÷íîñòü I(X; Y ) = I(Y ; X).

Ñâîéñòâî 3.3.4 Íåîòðèöàòåëüíîñòü: I(X; Y ) ≥ 0.

Ñâîéñòâî 3.3.5 Òîæäåñòâî I(X; Y ) = 0 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà àíñàìáëè X è Y íåçàâèñèìû.



3.4. Òåîðåìà î ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè 107

Ñâîéñòâî 3.3.6

I(X; Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(X)+H(Y )−H(XY ).

Ñâîéñòâî 3.3.7

I(X; Y ) ≤ min {H(X), H(Y )} .

Ñâîéñòâî 3.3.8

I(X; Y ) ≤ min {log |X|, log |Y |} .

Ñâîéñòâî 3.3.9 Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ I(X; Y ) � âûïóêëàÿ ∩ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(x).

Ñâîéñòâî 3.3.10 Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ I(X; Y ) � âûïóêëàÿ ∪ ôóíê-
öèÿ óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé p(y|x).

Äîêàçàòåëüñòâà. Ñâîéñòâî 3.3.3 ñëåäóåò èç ñèììåòðè÷íîñòè âçàèì-
íîé èíôîðìàöèè. Óñðåäíÿÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü (3.2) ïî âñåì ïàðàì
(x, y) ∈ XY , è ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü âçàèìíîé èíôîðìàöèè, ïîëó-
÷àåì ïåðâûå äâà òîæäåñòâà ñâîéñòâà 3.3.6. Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ñëåäóåò
èç ñâîéñòâ óñëîâíîé ýíòðîïèè. Ïîñêîëüêó óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ íå ïðåâû-
øàåò áåçóñëîâíîé, èç ñâîéñòâà 3.3.6 âûòåêàåò ñâîéñòâî 3.3.4. Óñëîâíàÿ
ýíòðîïèÿ ðàâíà áåçóñëîâíîé òîëüêî äëÿ íåçàâèñèìûõ àíñàìáëåé, ïîýòî-
ìó ñïðàâåäëèâî è ñâîéñòâî 3.3.5. Ñâîéñòâî 3.3.7 òàêæå ñëåäóåò èç 3.3.6
è ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíîñòè óñëîâíîé ýíòðîïèè. Äàëåå, ñâîéñòâî 3.3.8
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì 3.3.7 è ñâîéñòâà ýíòðîïèè H(X) ≤ log |X|. Äîêàçà-
òåëüñòâî ñâîéñòâ 3.3.9 è 3.3.10 ìîæíî íàéòè â [12]. ¤

3.4 Óñëîâíàÿ ñðåäíÿÿ âçàèìíàÿ èíôîðìà-
öèÿ. Òåîðåìà î ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè

Ââåäåì åùå îäíî ïîíÿòèå, èñïîëüçóåìîå ïðè àíàëèçå èíôîðìàöèîí-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå òðåõ àíñàìáëåé
XY Z = {(x, y, z), p(x, y, z)}. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò z ∈ Z è ðàññìîòðèì
óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå

p(x, y|z) =
p(x, y, z)

p(z)
.
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Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íà àíñàìáëå XY , ðàâíî êàê è ëþáîå äðóãîå, ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé âçàèìíîé èíôîðìàöèè ìåæ-
äó X è Y . Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ êàê I(X; Y |z).
Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû èìååò âèä

I(X; Y |z) =
∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y|z) log
p(y|x, z)

p(y|z)
.

Ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàåò ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ, âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ
îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì p(z).

Ñðåäíåé óñëîâíîé âçàèìíîé èíôîðìàöèåé ìåæäó X è Y ïðè óñëîâèè
Z íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

I(X; Y |Z) = M [I(X; Y |z] =
∑

x∈X

∑

y∈Y

∑

z∈Z

p(x, y, z) log
p(y|x, z)

p(y|z)
. (3.4)

Ðàçóìååòñÿ, ñðåäíÿÿ óñëîâíàÿ èíôîðìàöèÿ îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâà-
ìè ñðåäíåé âçàèìíîé èíôîðìàöèè. Ïîìèìî ýòîãî, íåïîñðåäñòâåííî èç
(3.4) ïîëó÷àåì

I(X; Y |Z) = H(Y |Z)−H(Y |XZ). (3.5)
Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû ëåãêî äîêàçàòü òîæäåñòâà

I(X; Y Z) = I(X; Y ) + I(X; Z|Y ), (3.6)
I(X; Y Z) = I(X; Z) + I(X; Y |Z). (3.7)

Ïåðâîå èç íèõ äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåé öåïî÷êîé ïðåîáðàçîâàíèé:

I(X; Y Z) = H(X)−H(X|Y Z) =

= [H(X)−H(X|Y )] + [H(X|Y )−H(X|Y Z)] =

= I(X; Y ) + I(X; Z|Y ).

Âòîðîå òîæäåñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
×àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, â êîòîðîé ìû èìå-

åì äåëî ñ òðåìÿ âåðîÿòíîñòíûìè àíñàìáëÿìè, ïîêàçàí íà Ðèñ.3.3.

 

1 2 
Xx ∈  Yy ∈  Zz ∈  

Ðèñ. 3.3: Ñèñòåìà îáðàáîòêè èíôîðìàöèè
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Âõîäîì ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû àíñàìáëÿ X, âûõîä ïåðâîãî
óñòðîéñòâà Y ÿâëÿåòñÿ âõîäîì âòîðîãî, à âûõîä âòîðîãî óñòðîéñòâà Z
ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì âñåé ñèñòåìû. Ñïåöèôè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå XY Z ÿâëÿåòñÿ óñëîâíàÿ íåçàâèñè-
ìîñòü X è Z ïðè èçâåñòíîì Y . Ñëåäñòâèåì ýòîé íåçàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ
òåîðåìà, íàçûâàåìàÿ òåîðåìîé î ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè.

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü X, Y è Z � âåðîÿòíîñòíûå àíñàìáëè, ôîðìèðó-
åìûå ñèñòåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, ïîêàçàííîé
íà Ðèñ.3.3. Òîãäà èìåþò ìåñòà íåðàâåíñòâà

I(X; Y ) ≥ I(X; Z), (3.8)
I(Y ; Z) ≥ I(X; Z). (3.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ (3.6) è (3.7):

I(X; Y Z) = I(X; Y ) + I(X; Z|Y ), (3.10)
I(X; Y Z) = I(X; Z) + I(X; Y |Z). (3.11)

Â ñèëó óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè X è Z ïðè èçâåñòíîì Y èìååì
I(X; Z|Y ) = 0. Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (3.10) è (3.11), ïîëó÷àåì

I(X; Y ) = I(X; Z) + I(X; Y |Z).

Ïîñêîëüêó âòîðîå ñëàãàåìîå íåîòðèöàòåëüíî, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
(3.8). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ (3.9). ¤

Íåðàâåíñòâî (3.8) èìååò ñëåäóþùåå èñòîëêîâàíèå. Ïåðâîå óñòðîéñòâî
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàíàë ñâÿçè, âòîðîå � êàê óñòðîéñòâî îáðàáîò-
êè èíôîðìàöèè íà âûõîäå êàíàëà. Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè òàêîé
îáðàáîòêå âçàèìíàÿ èíôîðìàöèè ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì ñèñòåìû íå
óâåëè÷èâàåòñÿ. Âòîðîå íåðàâåíñòâî òåîðåìû ãîâîðèò î òîì, ÷òî îáðàáîò-
êà èíôîðìàöèè íà âõîäå ñèñòåìû òàêæå íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ èí-
ôîðìàöèè ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì. Èíûìè ñëîâàìè íèêàêàÿ îáðàáîòêà
èíôîðìàöèè (äåòåðìèíèðîâàííàÿ èëè ñëó÷àéíàÿ) íå ïîçâîëÿåò óâåëè-
÷èòü êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè î âõîäå ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé íà åå âûõîäå.

Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó, ïîêàçàííóþ íà ðèñ.3.3, êàê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå äâóõ êàíàëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà óñòà-
íàâëèâàåò èíòóèòèâíî ïîíÿòíûé ôàêò: êîëè÷åñòâî, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå êàíàëîâ, íå ìîæåò áûòü áîëüøå êîëè÷å-
ñòâà èíôîðìàöèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êàæäûé îòäåëüíûé êàíàë.
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3.5 Èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü è ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü

Çàäà÷à, êîòîðûå ìû ðåøàåì â äàííîì ïàðàãðàôå, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
âûðàçèòü äîñòèæèìóþ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî êàíàëó ÷åðåç
èçâåñòíûå íàì èíôîðìàöèîííûå ìåðû, òàêèå êàê ýíòðîïèÿ, âçàèìíàÿ
èíôîðìàöèÿ è ò.ï.

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé ñòàöèîíàðíûé êàíàë. Ìû çíàåì, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî èíôîðìàöèè î âõîäíûõ ñèìâîëàõ X êàíàëà, ñîäåðæàùååñÿ â âûõîä-
íûõ ñèìâîëàõ Y îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåé âçàèìíîé èíôîðìàöèåé I(X; Y ).
Ýòî âåðíî ïðè ïåðåäà÷å îäíîãî ñèìâîëà êàíàëà. Èç îïûòà èçó÷åíèÿ èñ-
òî÷íèêîâ èíôîðìàöèè èçâåñòíî, ÷òî êîäèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñîîáùåíèé ïîòåíöèàëüíî áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì êîäèðîâàíèå îòäåëüíûõ
ñîîáùåíèé. Òî÷íî òàêæå ïðè êîäèðîâàíèè äëÿ êàíàëîâ ìû îáúåäèíÿåì
ïîñëåäîâàòåëüíûå âõîäíûå ñèìâîëû êàíàëà â áëîêè, ïðåäñòàâëÿþùèå
ñîáîé êîäîâûå ñëîâà íåêîòîðîãî êîäà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîäîâ äëèíû n êîëè÷åñòâî èí-
ôîðìàöèè, ïîëó÷àåìîé äåêîäåðîì ïðè ïåðåäà÷å îäíîãî êîäîâîãî ñëîâà,
â ñðåäíåì ñîñòàâèò I(Xn; Y n) áèò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè

1

n
I(Xn; Y n) áèò/ñèìâîë êàíàëà .

Ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò îò ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé {p(y|x), y ∈ Y n, x ∈
Xn} è îò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà âõîäå êàíàëà {p(x), x ∈ Xn}.
Âõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëåäóåò âûáðàòü òàêèì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü
ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Ðåçóëüòèðóþùóþ ñêîðîñòü çàïèøåì â
âèäå

max
{p(x)}

1

n
I(Xn; Y n) áèò/ñèìâîë êàíàëà .

Çàìåòèì, ÷òî äëèíà êîäà n òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì, îíà
ìîæåò áûòü âûáðàíà òàêîé, ÷òîáû ñêîðîñòü ïåðåäà÷è áûëà êàê ìîæíî
áîëüøå. Ýòè íåôîðìàëüíûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê ñëåäóþùåìó
îïðåäåëåíèþ.

Âåëè÷èíà
C0 = sup

n
max
{p(x)}

1

n
I(Xn; Y n) (3.12)

íàçûâàåòñÿ èíôîðìàöèîííîé åìêîñòüþ êàíàëà.
Íàïîìíèì, ÷òî sup (supremum) îáîçíà÷àåò íàèìåíüøóþ âåðõíþþ

ãðàíü ìíîæåñòâà, ò.å. íàèìåíüøåå ÷èñëî, íå ìåíüøåå, ÷åì ëþáîé èç
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ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Â îòëè÷èå îò ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà, âåðõíÿÿ
ãðàíü ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó. Ïóñòü, íàïðèìåð A = {(n −
1)/n, n = 1, 2, ...}. Ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà â ýòîì ìíîæåñòâå íå ñóùåñòâóåò,
íî sup A = 1, ïðè÷åì ýòà âåðõíÿÿ ãðàíü ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïðè n → ∞. Àíàëîãè÷íî â îïðåäåëåíèè èíôîðìàöèîííîé
åìêîñòè êàíàëà íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñðåäíåé âçàèìíîé èíôîðìàöèè íà
áóêâó êàíàëà ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ïðè áåñêîíå÷íîé äëèíå êîäà, ïîýòîìó â
(3.12) íàñ èíòåðåñóåò èìåííî âåðõíÿÿ ãðàíü, à íå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Èòàê, ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå èíôîðìàöèîííóþ åìêîñòü êàíàëà C0
êàê íåêîòîðóþ ôóíêöèþ åãî ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ìû ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî èìåííî ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò ïîòåíöèàëüíî äîñòèæèìóþ
ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ïî êàíàëó. Âûøå, â ïàðàãðàôå 3.1 ìû îïðåäåëèëè ïðî-
ïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êàíàëà C êàê ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü, ïðè êîòîðîé
âîçìîæíà ïåðåäà÷à ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè. Åñòå-
ñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé ýòè äâå
õàðàêòåðèñòèêè êàíàëà.

Â ðàçäåëå 1, áûëè ââåäåíû äâà ïîíÿòèÿ: ñêîðîñòü ñîçäàíèÿ èíôîðìà-
öèè èñòî÷íèêîì H è ïðåäåë ýíòðîïèè íà ñîîáùåíèå èñòî÷íèêà H∞(X) =
H(X|X∞). Áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷-
íèêà ýòè äâå âåëè÷èíû ðàâíû.

Âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ìåäó èíôîðìàöèîííîé åìêîñòüþ êàíàëà è åãî
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ íåñêîëüêî ñëîæíåé. Íèæå ìû äîêàæåì îá-
ðàòíóþ òåîðåìó êîäèðîâàíèÿ, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî èíôîðìàöèîííàÿ åì-
êîñòü C0 îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó ñêîðîñòü, ïðè êîòîðîé äîñòèæèìà ñêîëü
óãîäíî ìàëàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè. Äëÿ äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî êàíà-
ëà áóäåò äîêàçàíà ïðÿìàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé ïðè
ñêîðîñòè ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê C0 äîñòèæèìà ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ âå-
ðîÿòíîñòü îøèáêè.

3.6 Íåðàâåíñòâî Ôàíî
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì êîäèðîâàíèÿ íàì íóæíî áóäåò óñòàíîâèòü
ñâÿçü ìåæäó èíôîðìàöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè êàíàëà è èñòî÷íè-
êà ñ îäíîé ñòîðîíû è ïðàêòè÷åñêè âàæíûìè ïàðàìåòðàìè � ñêîðîñòüþ
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè è âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè ñ äðóãîé ñòîðîíû. Íåðà-
âåíñòâî Ôàíî � êëþ÷ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Íà ðèñ. 3.4 äëÿ èëëþñòðàöèè ââîäèìûõ íèæå îáîçíà÷åíèé ïîêàçàíà
îáîáùåííàÿ ñõåìà ñèñòåìû ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé,

Ñîîáùåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà U = {u} = {0, ..., M −
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UVv =∈  Uu ∈  

Система связи 

Ðèñ. 3.4: Ñèñòåìà ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè

1}. Ïîëó÷àòåëþ âûäàþòñÿ îöåíêè ñîîáùåíèé. Ìíîæåñòâî îöåíîê îáî-
çíà÷åíî ÷åðåç V = {v}. Ìíîæåñòâà U è V ñîâïàäàþò. Âñÿêèé ðàç, êîãäà
u 6= v èìååò ìåñòî îøèáêà äåêîäèðîâàíèÿ.

Åñëè çàäàíà ìîäåëü ñèñòåìû ñâÿçè, ò.å. òî÷íî èçâåñòíû àëãîðèòìû
ðàáîòû êîäåðà è äåêîäåðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êàíàëà, òåì ñàìûì
îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå àíñàìáëåé UV = {(u, v), p(u, v)}. Ñ ïîìîùüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ p(u, v) âåðîÿòíîñòü îøèáêè Pe ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî
ôîðìóëå

Pe =
∑

u

∑

v 6=u

p(u, v). (3.13)

Âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ ðàâíà

Pc = 1− Pe =
∑

u

∑
v=u

p(u, v). (3.14)

Òåîðåìà 3.2 (Íåðàâåíñòâî Ôàíî)

H(U |V ) ≤ η(Pe) + Pe log(M − 1), (3.15)

ãäå η(·) îáîçíà÷àåò ýíòðîïèþ äâîè÷íîãî àíñàìáëÿ (ñì.(1.3)).

Îáñóæäåíèå. Ïðåæäå ÷åì ìû ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî íåðà-
âåíñòâà, ïîñòàðàåìñÿ óÿñíèòü åãî ñìûñë. Â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà èìå-
åì óñëîâíóþ ýíòðîïèþ èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíî
âûíåñåííîå äåêîäåðîì ðåøåíèå. Ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò íåîïðåäå-
ëåííîñòü î ïåðåäàííîì ñîîáùåíèè, îñòàâøóþñÿ íà ïðèåìíîé ñòîðîíå ïî-
ñëå âûíåñåíèÿ ðåøåíèÿ. Êàêèì îáðàçîì ìîæíî áûëî áû ïîìî÷ü äåêîäå-
ðó óñòðàíèòü ýòó íåîïðåäåëåííîñòü? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàñïîðÿæåíèè
äåêîäåðà èìååòñÿ äîáðûé, íî ïðàêòè÷íûé äæèí. Îí çíàåò èñòèííîå ïåðå-
äàííîå ñîîáùåíèå, íî òðåáóåò ïëàòó çà êàæäûé áèò ïîëó÷åííîé îò íåãî
èíôîðìàöèè. Êàêèå âîïðîñû íóæíî çàäàòü äæèíó?
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Îäíà èç íåòðèâèàëüíûõ ñòðàòåãèé � ñëåäóþùàÿ. Ñíà÷àëà ñïðîñèì
äæèíà, ïðàâèëüíî ëè ïðèíÿòîå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âîçìîæ-
íûõ îòâåòîâ ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ âåðîÿòíîñòè Pe è
Pc = 1 − Pe, îòâåò äæèíà îáîéäåòñÿ íàì â ñðåäíåì â η(Pe) áèò. Åñëè
ðåøåíèå áûëî ïðàâèëüíûì, (âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ 1 − Pe), òî äî-
ïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè íå òðåáóåòñÿ. Åñëè æå ðåøåíèå îøèáî÷íî, òî
äîñòàòî÷íî óçíàòü, êàêîå èç îñòàëüíûõ M−1 âîçìîæíûõ ñîîáùåíèé áû-
ëî ïåðåäàíî. Ýòà âòîðàÿ ñèòóàöèÿ èìååò âåðîÿòíîñòü Pe è îáîéäåòñÿ íàì
â õóäøåì ñëó÷àå â log(M − 1) áèò. Èòîãî äëÿ ðàçðåøåíèÿ íåîïðåäåëåí-
íîñòè H(U |V ) íàì ïîíàäîáèòñÿ íå áîëåå

η(Pe) + (1− Pe)× 0 + Pe log(M − 1)

áèò, ÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (3.15).
Ýòè ýâðèñòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîíÿòü, ïî÷åìó íåðàâåí-

ñòâî Ôàíî èìååò ìåñòî, è îáëåã÷àþò çàïîìèíàíèå ôîðìóëû â åãî ïðàâîé
÷àñòè. Êîíå÷íî, ýòè ðàññóæäåíèÿ íåëüçÿ ñ÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâîì íåðà-
âåíñòâà Ôàíî.

Îáñóäèì êîðîòêî, êàêóþ ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ ìû ìîæåì èçâëå÷ü
èç ñîîòíîøåíèÿ (3.15). Ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå γ(Pe) äëÿ ïðà-
âîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà Ôàíî

γ(Pe) = η(Pe) + Pe log(M − 1) (3.16)

è èçó÷èì ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè. Â êðàéíèõ òî÷êàõ 0 è 1 îíà ðàâíà
ñîîòâåòñòâåííî 0 è log(M − 1). Áåðÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðâóþ è âòîðóþ
ïðîèçâîäíóþ, óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ γ(Pe) ñòðîãî âûïóêëà ∩ è
èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå (M−1)/M . Â ýòîé òî÷êå γ(Pe) = log M . Ãðàôèê
ôóíêöèè γ(Pe) ïîêàçàí íà Ðèñ. 3.5.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îáðàòíîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ôóíêöèè γ(Pe), êîòîðîå ïîÿñíÿåòñÿ ïðåäñòàâëåííûì
íà ðèñ. 3.5 ãðàôèêîì: äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ε > 0
òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà γ(Pe) > δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Pe > ε.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Èñïîëüçóÿ (3.13) è (3.14), çàïèøåì âû-
ðàæåíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â íåðàâåíñòâå Ôàíî (3.15), â ñëåäóþùåì âèäå:

H(U |V ) = −
∑

u

∑

v 6=u

p(u, v) log p(u|v)−
∑

u

∑
v=u

p(u, v) log p(u|v), (3.17)
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P
eε

δ

log(M−1)

(M−1)/M

logM

γ(P
e
)

10

Ðèñ. 3.5: Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà Ôàíî

η(Pe) = −
∑

u

∑

v 6=u

p(u, v) log Pe−
∑

u

∑

v 6=u

p(u, v) log Pc, (3.18)

Pe log(M − 1) =
∑

u

∑

v 6=u

p(u, v) log(M − 1). (3.19)

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

∆ = H(U |V )− η(Pe)− Pe log(M − 1).

×òîáû äîêàçàòü (3.15), íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ∆ ≤ 0. Äëÿ ýòîãî âû÷òåì
èç ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè (3.17) ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè òîæäåñòâ (3.18) è
(3.19). Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

∆ =
∑

u

∑

v 6=u

p(u, v) log
Pe

p(u|v)(M − 1)
+

∑
u

∑
v=u

p(u, v) log
Pc

p(u|v)
.

Ñëåäóþùèé øàã îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè íåðàâåíñòâà

log x ≤ (x− 1) log e.

Ïðèìåíèâ åãî ê îáîèì ñëàãàåìûì, ïîëó÷èì

∆ ≤ (log e)


∑

u

∑

v 6=u

p(u, v)
Pe

p(u|v)(M − 1)
−

∑
u

∑

v 6=u

p(u, v)+
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+
∑

u

∑
v=u

p(u, v)
Pc

p(u|v)
−

∑
u

∑
v=u

p(u, v)

]
.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî p(u, v) = p(v)p(u|v), è îáîçíà÷åíèÿìè (3.13) è
(3.14). Ðåçóëüòàò ëåãêî ïðèâåñòè ê âèäó

∆ ≤ log e×

 Pe

M − 1

∑
u

∑

v 6=u

p(v)− Pe+Pc

∑
u

∑
v=u

p(v)− Pc


 . (3.20)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî
∑

u

∑

v 6=u

p(v) = (M − 1)
∑

v

p(v) = (M − 1). (3.21)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî ñóììà â ëåâîé ÷àñòè ñîäåðæèò âñåãî M
ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ, è êàæäîå èç íèõ âñòðå÷àåòñÿ â ýòîé ñóììå ðîâíî
(M − 1) ðàç. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∑
u

∑
v=u

p(v) =
∑

u

p(u) = 1. (3.22)

Ïîäñòàíîâêà (3.21) è (3.22) â (3.20) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó ∆ ≤ 0. Òåì
ñàìûì íåðàâåíñòâî Ôàíî äîêàçàíî. ¤

Îáîáùèì òåîðåìó 3.2 íà ñëó÷àé ïåðåäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîîá-
ùåíèé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñâÿçè, ïîêàçàííóþ íà Ðèñ. 3.6. Íà
ýòîò ðàç âõîäîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé u =
(u1, ..., uN), à âûõîäîì � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé v = (v1, ..., vN),
ui, vi ∈ U = V = {0, ..., M − 1}, i = 1, ..., N . Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè
ïåðåäà÷å i-ãî ñîîáùåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê Pei = P (ui 6= vi).

 

NV∈v  NU∈u  

Система связи 

Ðèñ. 3.6: Ñèñòåìà ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñðåäíþþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äëèíû N

P̄e =
1

N

N∑
i=1

Pei.
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Òåîðåìà 3.3 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (u, v) ∈ UNV N , ñîñòàâëåííûõ
èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà îáúåìà M , èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

1

N
H(UN |V N) ≤ η(P̄e) + P̄e log(M − 1) (3.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ íå âîçðàñòàåò ñ
óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óñëîâèé. Ïîýòîìó

H(UN |V N) =
N∑

i=1

H(Ui|U1...Ui−1V
N) ≤

N∑
i=1

H(Ui|Vi).

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà N è ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî
Ôàíî. Ïîëó÷èì

1

N
H(UN |V N) ≤ 1

N

N∑
i=1

η(Pei)+
1

N

N∑
i=1

Pei log(M − 1).

Ïîñêîëüêó ýíòðîïèÿ � âûïóêëàÿ ∩ ôóíêöèÿ, ñðåäíÿÿ ïî i ýíòðîïèÿ íå
ìåíüøå ýíòðîïèè ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè. Ó÷èòûâàÿ ýòî, èç ïîñëåä-
íåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî (3.23). ¤

3.7 Îáðàòíàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ
Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèñêðåòíîãî ñòàöèîíàðíîãî êàíà-
ëà áóäåò äîêàçàíî, ÷òî íàäåæíàÿ ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè ñî ñêîðîñòüþ,
ïðåâûøàþùåé èíôîðìàöèîííóþ åìêîñòü êàíàëà, íåâîçìîæíà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïåðåäà÷è èñïîëüçóåòñÿ êîä C äëèíû n, ñî-
ñòîÿùèé èç M = |C| êîäîâûõ ñëîâ. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü êîäà ðàâíà
R = log |M |/n, ò.å. ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ ðàâíî M = 2nR. Ìû ñ÷èòàåì ñî-
îáùåíèÿìè èñòî÷íèêà íîìåðà êîäîâûõ ñëîâ êîäà C. ×òîáû óïðîñòèòü çà-
ïèñü äîêàçàòåëüñòâà, ñîîáùåíèÿ ñ÷èòàåì ðàâíîâåðîÿòíûìè. Òàêîå ïðåä-
ïîëîæåíèå íå ñóæàåò îáùíîñòè, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðèìå-
íèâ êîäèðîâàíèå áåç ïîòåðü, ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ ïåðåäà÷è
ýòèõ ñîîáùåíèé êîäû ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ.

Òåîðåìà 3.4 Îáðàòíàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ. Äëÿ äèñêðåòíîãî ñòà-
öèîíàðíîãî êàíàëà ñ èíôîðìàöèîííîé åìêîñòüþ C0 äëÿ ëþáîãî δ > 0
ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîäà ñî ñêîðîñòüþ
R > C0 + δ ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

P̄e ≥ ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîä C äëèíû n ñî ñêîðî-
ñòüþ R = log |C|/n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N äëèíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñî-
îáùåíèé u ∈ UN , ñîïîñòàâëÿåìûõ ñëîâàì êîäà C, ÷åðåç v ∈ V N îáîçíà-
÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé, ïðèíèìàåìûõ äåêîäåðîì. Èìååò ìåñòî
öåïî÷êà ñîîòíîøåíèé

nR = log |C| =
(a)
= H(Xn)

(b)
≤ H(UN) =

= H(UN)−H(Un|V N) + H(UN |V N) =
(c)
= I(UN ; V N) + H(UN |V N) ≤
(d)
= I(Xn; Y n) + H(UN |V N) ≤
(e)
≤ nC0 + nγ(P̄e).

Çäåñü ìû ñíà÷àëà â (a) èñïîëüçîâàëè ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíîâåðîÿòíîñòè
êîäîâûõ ñëîâ, çàòåì â(b) ñâîéñòâî ýíòðîïèè 1.2.7 (ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
ñëó÷àéíîãî àíñàìáëÿ UN â Xn ýíòðîïèÿ ëèáî ñîõðàíèëàñü ëèáî óìåíü-
øèëàñü), äàëåå (c) � ñâîéñòâî âçàèìíîé èíôîðìàöèè, çàòåì â (d) òåîðåìó
î ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè 3.1, â (e) íåðàâåíñòâî Ôàíî è îïðåäåëåíèå èí-
ôîðìàöèîííîé åìêîñòè êàíàëà. Ôóíêöèÿ γ(·) îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì
(3.16).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

γ(P̄e) ≥ R− C0 > δ.

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè γ(·) (ñì. îáñóæäåíèå ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì Òåî-
ðåìû 3.2) ñëåäóåò, ÷òî èç íåðàâåíñòâà γ(P̄e) > δ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
ïîëîæèòåëüíîãî ε > 0 òàêîãî, ÷òî P̄e ≥ ε. Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

¤
Èòàê, äîêàçàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî, åñëè ñêîðîñòü ïåðåäà÷è

èíôîðìàöèè õîòÿ áû íåíàìíîãî (íà ëþáóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó δ)
ïðåâûøàåò èíôîðìàöèîííóþ åìêîñòü êàíàëà, âåðîÿòíîñòü îøèáêè óæå
íå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó ïîëîæèòåëü-
íîé âåëè÷èíîé ε, íåçàâèñÿùåé îò äëèíû èñïîëüçóåìûõ êîäîâ. Îòìåòèì
îñîáî, ÷òî ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî êàíàëà.

×òîáû äîêàçàòü ïðÿìóþ òåîðåìó êîäèðîâàíèÿ, íàì ïðèäåòñÿ ñóùå-
ñòâåííî ñóçèòü ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé. Â ñëåäóþùèõ ïà-
ðàãðàôàõ ìû ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå ôîðìóëû äëÿ èíôîðìà-
öèîííîé åìêîñòè íåêîòîðûõ êàíàëîâ áåç ïàìÿòè è óæå çàòåì äîêàæåì
ïðÿìóþ òåîðåìó êîäèðîâàíèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ïîñòîÿííûõ êàíàëîâ.
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3.8 Âû÷èñëåíèå èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè
êàíàëîâ áåç ïàìÿòè

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé ïîñòîÿííûé êàíàë (ñòàöèîíàðíûé êàíàë áåç ïà-
ìÿòè), çàäàííûé âõîäíûì è âûõîäíûì àëôàâèòàìè X = {x} è Y = {y}
è ìàòðèöåé óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé P = {p(y|x)}. Äëÿ äàííîé ìî-
äåëè êàíàëà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, ..., xn) è
y = (y1, ..., yn) óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè p(y|x) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

p(y|x) =
n∏

i=1

p(yi|xi). (3.24)

Ïî îïðåäåëåíèþ, èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü êàíàëà ðàâíà

C0 = sup
n

max
{p(x)}

1

n
I(Xn; Y n). (3.25)

Ýòà ôîðìóëà íåïðèãîäíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè ïî
çàäàííîé ìàòðèöå P , ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè ïî ñ÷åòíîìó ÷èñëó ïàðàìåòðîâ. Íàì ïðåäñòîèò äàòü îòâåò íà
âîïðîñ, íåëüçÿ ëè óïðîñòèòü (3.25), èñïîëüçóÿ (3.24)? Ïîëîæèòåëüíûé
îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.5 Èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî êà-
íàëà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

C0 = max
{p(x)}

I(X; Y ). (3.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ. Ñíà÷àëà ìû
äîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3.26) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ñâåðõó íà èíôîð-
ìàöèîííóþ åìêîñòü êàíàëà. Çàòåì ìû äîêàæåì, ÷òî ýòà ãðàíèöà äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì ðàñïðåäåëåíèè p(x).

Ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè {p(x), x ∈ Xn} çàïèøåì âçàèì-
íóþ èíôîðìàöèþ ìåæäó âõîäíûìè è âûõîäíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
â âèäå

I (Xn; Y n) = H (Y n)−H (Y n|Xn) . (3.27)
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Âîñïîëüçîâàâøèñü (3.24) è ñâîéñòâàìè ëîãàðèôìà è ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, âûïîëíèì ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

H (Y n|Xn) = M [− log p(y|x)] =

= M

[
− log

n∏
i=1

p(yi|xi)

]
=

=
n∑

i=1

M [− log p(yi|xi)] =

=
n∑

i=1

H(Yi|Xi).

Èç ñâîéñòâ ýíòðîïèè ìû ïîìíèì, ÷òî

H (Y n) ≤
n∑

i=1

H(Yi), (3.28)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ íåçàâèñèìûõ àíñàìáëåé. Ñ
ó÷åòîì âûïîëíåííûõ âûêëàäîê âìåñòî (3.27) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

I (Xn; Y n) ≤
n∑

i=1

[H (Yi)−H (Yi|Xi)] =
n∑

i=1

I (Xi; Yi). (3.29)

Òåì ñàìûì ìû, ïî ñóòè, çàâåðøèëè ïåðâûé øàã íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî áóêâû íà âõîäå êàíàëà íåçàâèñèìû è äîêà-
æåì, ÷òî ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè â (3.29) èìååò ìåñò ðàâåíñòâî. Ýòî
áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ìàêñèìóì â (3.25) ñëåäóåò èñêàòü òîëüêî ñðåäè òàêèõ
ðàñïðåäåëåíèé íà Xn, êîòîðûå ïîðîæäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâè-
ñèìûõ áóêâ íà âõîäå êàíàëà. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó
òîãî, ÷òî ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî â (3.28). Ïðî-
ùå ãîâîðÿ, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ äèñêðåòíîãî êàíàëà áåç ïàìÿòè èç
íåçàâèñèìîñòè áóêâ íà âõîäå êàíàëà ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü ñèìâîëîâ íà
âûõîäå êàíàëà.

Âûõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè âû÷èñëÿåò-
ñÿ êàê

p(y) =
∑

x∈Xn

p(x)p(y|x).
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Â ïðåäïîëîæåíèè î íåçàâèñèìîñòè âõîäíûõ ñèìâîëîâ ñ ó÷åòîì (3.24)
ïîëó÷àåì

p(y) =
∑

x∈Xn

n∏
i=1

p(xi)
n∏

i=1

p(yi|xi) =

=
∑

x∈Xn

n∏
i=1

p(xi)p(yi|xi) =

=
∑

x1∈X

∑

x2∈X

· · ·
∑

xn∈X

p(x1)p(y1|x1) · p(x2)p(y2|x2) · . . .

. . . · p(xn)p(yn|xn).

Ïîî÷åðåäíî âûíîñÿ ñîìíîæèòåëè çà çíàêè ñóìì, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

p(y) =
n∏

i=1

∑

xi∈X

p(xi)p(yi|xi) =
n∏

i=1

p(yi),

èç êîòîðîãî è âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå î íåçàâèñèìîñòè âû-
õîäíûõ ñèìâîëîâ êàíàëà.

Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî ïðè íåçàâèñèìûõ âõîäíûõ ñèìâîëàõ â (3.29)
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðàâåíñòâà â îïðåäåëåíèå èí-
ôîðìàöèîííîé åìêîñòè (3.25) äàåò

C0 = sup
n

max
{p(x)}

1

n

n∑
i=1

I(Xi; Yi).

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå çàâèñèò òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âõîäíîãî ñèìâîëà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîèñê
ìàêñèìóìà ìîæåò áûòü âûïîëíåí äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ñëàãàåìîãî
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ. Ïîëó÷àåì

C0 = sup
n

1

n

n∑

i=1

max
{p(xi)}

I(Xi; Yi).

Â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè êàíàëà âñå ñëàãàåìûå ñóììû áóäóò îäèíàêîâûìè.
Ïîýòîìó

C0 = sup
n

max
{p(x)}

I(X; Y ) = max
{p(x)}

I(X; Y ).

¤
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Ìû ïðèøëè ê âïîëíå åñòåñòâåííîìó ðåçóëüòàòó: äëÿ ñòàöèîíàðíîãî
êàíàëà áåç ïàìÿòè âû÷èñëåíèå èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè ñâîäèòñÿ ê ìàê-
ñèìèçàöèè ñðåäíåé âçàèìíîé èíôîðìàöèè ìåæäó îòäåëüíûìè áóêâàìè
ïî îäíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì.

Âàæåí òàêæå äîêàçàííûé ïîïóòíî ôàêò: ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êà-
íàëà áåç ïàìÿòè äîñòèãàåòñÿ ïðè íåçàâèñèìûõ áóêâàõ íà âõîäå êàíàëà. Â
ýòîì ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîðîæäàþùèå íåçàâèñèìûå áóêâû íà âõîäå
êàíàëà, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Ôîðìóëà (3.26) ìíîãî ïðîùå èñõîäíîé ôîðìóëû (3.25). Ïðè íåáîëü-
øîì îáúåìå àëôàâèòà îïòèìèçàöèÿ ïî âõîäíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ìî-
æåò áûòü âûïîëíåíà àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ñ ïîìî-
ùüþ ñòàíäàðòíûõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì. Èçâåñòåí àëãîðèòì Áëýéõó-
òà [32], ðåøàþùèé ýòó çàäà÷ó âåñüìà ýôôåêòèâíî.

Òåì íå ìåíåå, õîòåëîñü áû èìåòü ÿâíîå âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå èí-
ôîðìàöèîííóþ åìêîñòü ñ ïàðàìåòðàìè êàíàëà. Äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ
ñëó÷àåâ òàêèå âûðàæåíèÿ ïîëó÷èòü íåñëîæíî, è ðàññìîòðåíèþ ýòèõ ñëó-
÷àåâ ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

3.9 Ñèììåòðè÷íûå êàíàëû
Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå óïðîùåíèå ôîðìóëû äëÿ èíôîð-
ìàöèîííîé åìêîñòè êàíàëà. Ñóçèâ êëàññ êàíàëîâ äî äèñêðåòíûõ ïîñòî-
ÿííûõ êàíàëîâ (ÄÏÊ), çàäàâàåìûõ ìàòðèöåé óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé
P = {p(y|x), x ∈ X, y ∈ Y }, ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó

C0 = max
{p(x)}

I(X; Y ). (3.30)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè âèäà ìàòðèöû P .
ÄÏÊ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïî âõîäó, åñëè âñå ñòðîêè åãî ìàò-

ðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïåðåñòàíîâêàìè
ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè.

ÄÏÊ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïî âûõîäó, åñëè âñå ñòîëáöû åãî
ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïåðåñòàíîâêà-
ìè ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà.

ÄÏÊ íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûì, åñëè îí ñèììåòðè÷åí
îäíîâðåìåííî ïî âõîäó è ïî âûõîäó.

Ïðèìåð 3.9.1 Íà Ðèñ. 3.7 ïîêàçàíû òðè äèàãðàììû ïåðåõîäíûõ âåðî-
ÿòíîñòåé êàíàëîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.



122 3. Êîäèðîâàíèå äëÿ êàíàëîâ

Ýòè ìîäåëè îïèñûâàþò ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûé , ñèììåòðè÷íûé òîëü-
êî ïî âõîäó è ñèììåòðè÷íûé òîëüêî ïî âûõîäó êàíàëû.

Ñôîðìóëèðóåì òå ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íûõ êàíàëîâ, êîòîðûå óïðîùà-
þò âû÷èñëåíèå èõ èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè.

Ñâîéñòâî 3.9.1 Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ïî âõîäó êàíàëà áåç ïàìÿòè

C0 = max
{p(x)}

{H(Y )} −H(Y |x), x ∈ X.
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Ðèñ. 3.7: Ñèììåòðè÷íûå êàíàëû

Ñâîéñòâî 3.9.2 Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ïî âõîäó êàíàëà áåç ïàìÿòè

C0 ≤ log L−H(Y |x), x ∈ X.
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Ñâîéñòâî 3.9.3 Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ïî âûõîäó êàíàëà áåç ïàìÿòè ïðè
ðàâíîâåðîÿòíûõ âõîäíûõ ñèìâîëàõ âûõîäíûå ñèìâîëû òàêæå ðàâíîâå-
ðîÿòíû.

Ñâîéñòâî 3.9.4 Äëÿ ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà áåç ïàìÿòè

C0 = log |Y | −H(Y |x), x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâà. Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ñâîéñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî

I(X,Y ) = H(Y )−H(Y |X). (3.31)

Â ñâîþ î÷åðåäü âû÷èòàåìîå ìîæíî çàïèñàòü êàê

H(Y |X) =
∑

x

p(x)H(Y |x).

Ïîñêîëüêó âñå ñòðîêè ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé îäèíàêîâû ñ
òî÷íîñòüþ äî íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ, âñå óñëîâíûå ýíòðîïèè H(Y |x) îäè-
íàêîâû. Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èòàåìîå â (3.31) íå çàâèñèò îò âõîäíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Ìàêñèìèçàöèÿ âçàèìíîé èíôîðìàöèè ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìè-
çàöèè ýíòðîïèè H(Y ), ÷òî è óòâåðæäàåòñÿ â ñâîéñòâå 3.9.1.

Âòîðîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ïåðâîãî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ýíòðîïèÿ àí-
ñàìáëÿ íå ïðåâûøàåò ëîãàðèôìà ÷èñëà åãî ýëåìåíòîâ. Áîëüøå òîãî, íàì
èçâåñòíî, ÷òî ðàâåíñòâî H(Y ) = log |Y | èìååò ìåñòî ïðè ðàâíîâåðîÿòíûõ
áóêâàõ àíñàìáëÿ Y . Ñâîéñòâî 3.9.3 äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

p(y) =
∑

x

p(x)p(y|x).

Ïðè ðàâíîâåðîÿòíûõ áóêâàõ íà âõîäå

p(y) =
1

|X|
∑

x

p(y|x), y ∈ Y

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ýëåìåíòîâ ñòîëáöà
ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî
ïî âûõîäó êàíàëà ñòîëáöû îäèíàêîâû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè èõ
ýëåìåíòîâ, p(y) íå çàâèñèò îò y è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî p(y) = 1/ |Y |.
Èç ïåðâûõ òðåõ ñâîéñòâ íåìåäëåííî ñëåäóåò ñâîéñòâî 3.9.4 . ¤

Ïðèìåð 3.9.2 Äâîè÷íûé ñèììåòðè÷íûé êàíàë. Èç ñâîéñòâà 3.9.4 ïî-
ëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íî-
ãî êàíàëà (Ðèñ. 3.7a)

C0 = 1− η(p).
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Ãðàôèê çàâèñèìîñòè èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè îò ïåðåõîäíîé âåðîÿòíî-
ñòè p ïîêàçàí íà Ðèñ. 3.8.
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Ðèñ. 3.8: Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ÄÑÊ

Èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü ðàâíà íóëþ ïðè p = 1/2. Â ýòîì ñëó÷àå
âõîä è âûõîä êàíàëà íåçàâèñèìû. Åñòåñòâåííî, ñ óìåíüøåíèåì p èíôîð-
ìàöèîííàÿ åìêîñòü ðàñòåò äî çíà÷åíèÿ C0 = 1 ïðè p = 0. Èíôîðìàöè-
îííàÿ åìêîñòü ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè p = 1/2. Ýòî ïîíÿòíî,
âåäü ïðè p > 1/2, ïåðåîáîçíà÷èâ âûõîäíûå ñèìâîëû, ìû ïîëó÷èì êàíàë
ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ p < 1/2.

Ê ñîæàëåíèþ, ñôîðìóëèðîâàííûõ ñâîéñòâ íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ äâîè÷íîãî ñòèðàþùåãî êàíàëà,
ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 3.7á. Äëÿ ýòîãî ñèììåòðè÷íîãî ïî âõîäó êàíàëà èìå-
åò ìåñòî òîëüêî ñâîéñòâî 3.9.1, ïðåäïîëàãàþùåå îïòèìèçàöèþ ïî âõîäíî-
ìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè âû÷èñëåíèè èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè. Îäíàêî,
äàííàÿ ìîäåëü ïðèíàäëåæèò êëàññó åùå îäíîìó øèðîêîìó êëàññó ñèì-
ìåòðè÷íûõ êàíàëîâ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèîííîé
åìêîñòè ðåøàåòñÿ ïðîñòî.

Êàíàë íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì â øèðîêîì ñìûñëå, åñëè ïåðåíó-
ìåðàöèåé âûõîäíûõ ñèìâîëîâ åãî ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
ôîðìå êëåòî÷íîé ìàòðèöû

P = [P1| P2| ... |PM ] , (3.32)
â êîòîðîé êàæäàÿ èç ïîäìàòðèö Pi ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íà (ïî âõîäó è
ïî âûõîäó).
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Ïðèìåð 3.9.3 Äâîè÷íûé êàíàë ñî ñòèðàíèÿìè. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé ÄÑòÊ (ðèñ. 3.7á) ïåðåíóìåðàöèåé âûõîäíûõ ñèìâîëîâ (ïå-
ðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ) ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

P ′ =
[

1− p− ε p
p 1− p− ε

∣∣∣∣
ε
ε

]
.

Îáå ïîäìàòðèöû ýòîé ìàòðèöû ñèììåòðè÷íû ïî âõîäó è ïî âûõîäó, ñëå-
äîâàòåëüíî, ÄÑòÊ ñèììåòðè÷åí â øèðîêîì ñìûñëå.

Ñâîéñòâî 3.9.5 Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî â øèðîêîì ñìûñëå êàíàëà ìàêñè-
ìóì âçàèìíîé èíôîðìàöèè ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì (ñì. (3.30)) äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè ðàâíîâåðîÿòíûõ áóêâàõ âõîäíîãî àëôàâèòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñèììåòðè÷íûé â øèðîêîì ñìûñëå êà-
íàë çàâåäîìî ñèììåòðè÷åí ïî âõîäó, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðàâíîìåð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå íà âõîäå êàíàëà ìàêñèìèçèðóåò ýíòðîïèþ âûõîäíîãî
àëôàâèòà Y .

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé â ôîð-
ìå (3.32) è îáîçíà÷èì ÷åðåç Y1, ..., YM ïîäìíîæåñòâà ñèìâîëîâ âûõîäíîãî
àëôàâèòà Y , ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìàòðèöàì P1, ..., PM . Ýíòðîïèþ àíñàì-
áëÿ Y çàïèøåì â âèäå

H(Y ) = −
M∑
i=1

∑

y∈Yi

p(y) log p(y). (3.33)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
qi =

∑

y∈Yi

p(y)

äëÿ âåðîÿòíîñòè ïîäìíîæåñòâà Yi. Íàáîð ÷èñåë q1, ..., qM îáðàçóåò ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ I = {1, ..., M}. Çàìå-
òèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè êàíàëà âåðîÿòíîñòè q1, ..., qM íå
çàâèñÿò îò ðàñïðåäåëåíèÿ {p(x)} íà ìíîæåñòâå X. ×òîáû óáåäèòüñÿ â
ýòîì, çàïèøåì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ïîäìíîæåñòâà Yi ïðè èçâåñòíîì
ñèìâîëå x:

P(Yi|x) =
∑

y∈Yi

p(y|x)

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ïî ïðåäïîëîæåíèþ íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî
çíà÷åíèÿ x, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ x èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P(Yi|x) =
qi.
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Ïðåîáðàçóåì (3.33) ê âèäó

H(Y ) = −
M∑

i=1

qi

∑

y∈Yi

p(y)

qi
log

(
p(y)

qi
qi

)
= H(I) +

M∑

i=1

qiH(Yi), (3.34)

ãäå

H(I) = −
M∑
i=1

qi log qi �

ýíòðîïèÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I, à

H(Yi) = −
∑

y∈Yi

p(y)

qi
log

p(y)

qi
�

ýíòðîïèÿ ïîäìíîæåñòâà Yi. Ïîñêîëüêó ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.34) íå çà-
âèñèò îò âõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü âòîðîå ñëà-
ãàåìîå. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè âñå ýëåìåíòû ïîäìàòðèöû Pi ïîäåëèòü íà
âåðîÿòíîñòü qi, òî ðåçóëüòàòîì áóäåò ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîãî
êàíàëà. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3.9.3 ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ âûõîäíîãî àë-
ôàâèòà (ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà âûõîäå êàíàëà) äîñòèãàåòñÿ ïðè
ðàâíîâåðîÿòíûõ âõîäíûõ ñèìâîëàõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàâíîâåðîÿòíûõ
ñèìâîëàõ íà âõîäå äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé
÷àñòè (3.34) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìóì ýíòðîïèè H(Y ). ¤

Ïðèìåð 3.9.4 Âåðíåìñÿ ê ìîäåëè ÄÑòÊ, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 3.7á.
Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 3.9.5 ìû çíàåì, ÷òî èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü ýòîãî
êàíàëà ðàâíà âçàèìíîé èíôîðìàöèè ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì ïðè ðàâ-
íîâåðîÿòíûõ âõîäíûõ ñèìâîëàõ px(0) = px(1) = 1/2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, íàõîäèì, ÷òî

py(0) = py(1) =
1− ε

2
, py(z) = ε.

Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â ôîðìóëó äëÿ âçàèìíîé èíôîðìàöèè, ïîñëå
íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ èíôîðìàöè-
îííîé åìêîñòè

C0 = (1− ε)

(
1− η

(
p

1− ε

))
.

Èç ýòîé ôîðìóëû, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò î÷åíü ïðîñòàÿ ôîðìóëà äëÿ èí-
ôîðìàöèîííîé åìêîñòè êàíàëà ñî ñòèðàíèÿìè è áåç îøèáîê. Ïðè p = 0
èìååì

C0 = 1− ε.
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Ðåçóëüòàò êàæåòñÿ î÷åâèäíûì. Ïîñêîëüêó äîëÿ �ñòåðòûõ� ñèìâîëîâ
ðàâíà ε, òî äîëÿ óñïåøíî ïåðåäàííûõ è ïðè ýòîì (â äàííîì ñëó÷àå)
çàâåäîìî ïðàâèëüíî ïåðåäàííûõ ñèìâîëîâ êàê ðàç ðàâíà 1−ε. Ïðîáëåìà,
îäíàêî, ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîäåð íå çíàåò çàðàíåå, êàêèå èìåííî ñèìâîëû
áóäóò ñòåðòû. Òåì íå ìåíåå, ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà äëÿ èíôîðìàöèîííîé
åìêîñòè ãîâîðèò î òîì, ÷òî âîçìîæíî òàêîå êîäèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì
ñêîðîñòü êîäà áóäåò òàêîé æå, êàê åñëè áû ïîçèöèè ñòåðòûõ ñèìâîëîâ
áûëè èçâåñòíû çàðàíåå. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü îøèáêè, êàê ñëåäóåò èç
äîêàçûâàåìîé íèæå ïðÿìîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ, ìîæåò áûòü ñäåëàíà
ñêîëü óãîäíî ìàëîé.

3.10 Ïðÿìàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ äëÿ äèñ-
êðåòíûõ ïîñòîÿííûõ êàíàëîâ

Íàì ïðåäñòîèò äîêàçàòü ïðÿìóþ òåîðåìó êîäèðîâàíèÿ, óòâåðæäàþùóþ,
÷òî ïðè ñêîðîñòè ìåíüøåé èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè âåðîÿòíîñòü îøèá-
êè äåêîäèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Ïðÿìîé ïóòü
ê öåëè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäîâ âîçðàñòàþùåé
äëèíû n ñ óáûâàþùåé ïî ìåðå ðîñòà äëèíû êîäîâ âåðîÿòíîñòüþ îøèá-
êè. Ïàðàäîêñ ñîñòîèò â òîì, ÷òî òàêèõ êîíñòðóêöèé êîäîâ äî ñèõ ïîð íå
íàéäåíî, ïðè òîì, ÷òî òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ, óñòàíàâëèâàþùàÿ èõ ñóùå-
ñòâîâàíèå, áûëà óñïåøíî äîêàçàíà Øåííîíîì áîëåå ïîëóâåêà íàçàä.

Ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé Øåííîíîì, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî
êîäèðîâàíèÿ. Èäåÿ åãî î÷åíü ïðîñòà. Ïðè çàäàííîé äëèíå è ñêîðîñòè êîäà
ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ êîäà ñòðîèòñÿ ñëó÷àéíûì âûáîðîì ñèìâîëîâ â
ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Ïðè òàêîì ïî-
ñòðîåíèè êîäà ñàì êîä ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñëó÷àéíîå ñîáûòèå,
à åãî âåðîÿòíîñòü îøèáêè � êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óäàëîñü íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïî ìíî-
æåñòâó êîäîâ è ýòî çíà÷åíèå îêàçàëîñü ðàâíûì íåêîòîðîé âåëè÷èíå ε.
Òîãäà, î÷åâèäíî, ìû ñìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî, ïî ìåíüøåé ìåðå, äëÿ îä-
íîãî èç êîäîâ âåðîÿòíîñòü îøèáêè íå ïðåâûøàåò ε.

Èòàê, âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî êîäèðîâàíèÿ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ïðÿìîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ïîñòîÿííûõ êà-
íàëîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé êàíàë çàäàåòñÿ ìàòðèöåé óñëîâ-
íûõ âåðîÿòíîñòåé P = {p(y|x), x ∈ X, y ∈ Y } ïîëó÷åíèÿ âûõîäíûõ
ñèìâîëîâ y ∈ Y ïðè ïåðåäà÷å ïî êàíàëó ñèìâîëîâ x ∈ X . Ïîñêîëü-
êó ÄÏÊ � êàíàë áåç ïàìÿòè, äëÿ ëþáîé ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x = (x1, ..., xn) ∈ Xn, y = (y1, ..., yn) ∈ Y n óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü p(y|x)
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âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ïîáóêâåííûõ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé:

p(y|x) =
n∏

i=1

p(yi|xi).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m̂ ïðèíÿòîå äåêîäåðîì ðåøåíèå î íîìåðå ïåðåäàí-
íîãî êîäîâîãî ñëîâà ïðè ïåðåäà÷å êîäîâîãî ñëîâà xm. Ñîáûòèå m̂ 6= m
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îøèáêó äåêîäèðîâàíèÿ ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ m,
âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ îáîçíà÷èì êàê Pem. Ñ÷èòàÿ âñå ñîîáùåíèÿ
(íîìåðà êîäîâûõ ñëîâ) ðàâíîâåðîÿòíûìè, ñðåäíþþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè
îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì

Pe =
1

M

M∑
m=1

Pem.

Òåîðåìà 3.6 Äëÿ äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî êàíàëà ñ èíôîðìàöèîííîé
åìêîñòüþ C0 äëÿ ëþáûõ ε,δ > 0 ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñ-
ëî n0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ≥ n0 ñóùåñòâóåò
êîä äëèíû n ñî ñêîðîñòüþ R ≥ C0 − δ, ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè
êîòîðîãî Pe ≤ ε.

Èíûìè ñëîâàìè, ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïðè ñêîðîñòè êîäà ñêîëü óãîäíî
áëèçêîé ê èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè C0 (íî, êîíå÷íî, ìåíüøåé C0 õîòÿ áû
íà ìàëóþ âåëè÷èíó δ) óâåëè÷åíèåì äëèíû êîäîâûõ ñëîâ ìîæíî äîáèòüñÿ
ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè (ìåíüøå ëþáîãî ε).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:
1. Ïîñòðîèòü àíñàìáëü ñëó÷àéíûõ êîäîâ ñ çàäàííîé äëèíîé è ñêîðî-

ñòüþ.

2. Óêàçàòü ïðàâèëî äåêîäèðîâàíèÿ.

3. Îöåíèòü ñðåäíþþ ïî àíñàìáëþ êîäîâ âåðîÿòíîñòü îøèáêè è äîêà-
çàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû êîäîâ.

Ïîëíûé òåêñò äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåí â êíèãå [12]. ¤
Â ðåçóëüòàòå äîêàçàòåëüñòâà ïðÿìîé è îáðàòíîé òåîðåì êîäèðîâà-

íèÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêîðîñòü ñêîëü óãîäíî áëèçêàÿ ê èíôîðìàöèîííîé
åìêîñòè C0 (íî ìåíüøàÿ C0) äîñòèæèìà ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåðîÿò-
íîñòè îøèáêè, à ïðè ñêîðîñòè áîëüøåé C0 âåðîÿòíîñòü îøèáêè íå ìîæåò
áûòü ñäåëàíà ïðîèçâîëüíî ìàëîé. Òàêèì îáðàçîì, C0 ñîâïàäàåò ñ ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ êàíàëà C.
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3.11 Íåïðåðûâíûå êàíàëû äèñêðåòíîãî âðå-
ìåíè

Â ðàçäåëå 3 ìû ðàññìîòðåëè äèñêðåòíûå êàíàëû è óáåäèëèñü â òîì, ÷òî
èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü (ìàêñèìóì âçàèìíîé èíôîðìàöèè ïî âõîäíûì
ðàñïðåäåëåíèÿì) îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíóþ äîñòèæèìóþ ñêîðîñòü ïå-
ðåäà÷è èíôîðìàöèè, ïðè êîòîðîé ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà ñêîëü óãîäíî
âûñîêàÿ íàäåæíîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èçìåðÿëàñü â
áèòàõ íà îäèí âõîäíîé ñèìâîë êàíàëà.

Ïîòðåáèòåëþ ñèñòåìû ñâÿçè íå î÷åíü èíòåðåñíà ñêîðîñòü â áèòàõ íà
ñèìâîë. Ãîðàçäî èíôîðìàòèâíåå áûë áû îòâåò, âûðàæåííûé â áèòàõ â
ñåêóíäó. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò îòâåò çàâèñåë áû óæå íå òîëüêî îò ñïîñîáà
êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ, íî è îò óñòðîéñòâà ìîäóëÿòîðà è äåìî-
äóëÿòîðà. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íàìíîãî ñëîæíåå. Îäíàêî òåïåðü,
ïîñëå èçó÷åíèÿ ïðèíöèïîâ èçìåðåíèÿ èíôîðìàöèè íåïðåðûâíûõ èñòî÷-
íèêîâ (ðàçäåë 4) è îáðåòåíèÿ îïûòà èõ àíàëèçà, ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû
óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ïðåäåëüíî äîñòèæèìîé ñêîðîñòè ïåðåäà÷è äàí-
íûõ îò íàèáîëåå âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê êàíàëà: îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì
è øèðèíû ïîëîñû ÷àñòîò.

Êàê è äëÿ äèñêðåòíûõ êàíàëîâ, âñå ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð è íå êîíñòðóêòèâíû. Ìåòîäàì ìîäóëÿöèè è êîäèðîâàíèÿ ïîñâÿ-
ùåíû ñïåöèàëüíûå ðàçäåëû òåîðèè ñèñòåì ñâÿçè, ýòè âîïðîñû âûõîäÿò
äàëåêî çà ðàìêè êóðñà òåîðèè èíôîðìàöèè. Òåì íå ìåíåå, â êîíöå äàííî-
ãî ðàçäåëû áóäåò ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå èçâåñòíûõ íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ
ó÷åáíèêà ñïîñîáîâ ìîäóëÿöèè è êîäèðîâàíèÿ ñ ïðåäåëüíûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè, êîòîðûå òðàäèöèîííî íàçûâàþò ïðåäåëàìè Øåííîíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X è Y ñîîòâåòñòâåííî âõîäíîé è âûõîäíîé àëôà-
âèòû êàíàëà ñâÿçè. Îáà àëôàâèòà ñ÷èòàåì íåïðåðûâíûìè, áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáà ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì
âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì êàíàëû äèñêðåòíîãî âðåìå-
íè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âõîäîì êàíàëà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x = (x1, x2, ..., xn), åé ñîîòâåòñòâóåò âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y =
(y1, y2, ..., yn), à ìîäåëü êàíàëà çàäàåòñÿ óñëîâíûìè ïëîòíîñòÿìè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âèäà f(y|x) = f(y1, . . . , yn|x1, . . . , xn).

Êàê è â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ êàíàëîâ, ìû áóäåì ñ÷èòàòü êàíàë ñòàöè-
îíàðíûì, ò.å. óñëîâíûå ïëîòíîñòè f(y|x) íåçàâèñÿùèìè îò ïîëîæåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x è y âî âðåìåíè. Ïîìèìî ýòîãî, ìû èçó÷àåì òîëü-
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êî êàíàëû áåç ïàìÿòè, ò.å.

f(y|x) =
n∏

i=1

f(yi|xi).

Åùå îäíî ðàçóìíîå óïðîùåíèå ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñêàæåíèå
ñèãíàëà â êàíàëå íå çàâèñèò îò ïåðåäàâàåìîãî ñèãíàëà. Ìû ðàññìàòðè-
âàåì ìîäåëü, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 3.9. Âûõîä êàíàëà y ñâÿçàí ñ âõîäîì x
ñîîòíîøåíèåì

y = x + z,

â êîòîðîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà z íå çàâèñèò îò x. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíî-
øåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò.å. y = x + z. Èç ýòîãî
ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

f(y|x) = f(y − x|x) = f(z|x) = f(z).

Òàêàÿ ìîäåëü êàíàëà íàçûâàåòñÿ êàíàëîì ñ àääèòèâíûì øóìîì.

 

x  

z  

y  

Ðèñ. 3.9: Êàíàë äèñêðåòíîãî âðåìåíè ñ àääèòèâíûì øóìîì

Äëÿ êàíàëà áåç ïàìÿòè ñ àääèòèâíûì øóìîì èìååò ìåñòî ñîîòíîøå-
íèå

f(z) =
n∏

i=1

f(zi).

Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ äèñêðåòíûìè êàíàëàìè, ìû äîëæíû áûëè
áû îïðåäåëèòü èíôîðìàöèîííóþ åìêîñòü êàíàëà êàê ìàêñèìóì âçàèì-
íîé èíôîðìàöèè I(X; Y ) ïî âñåì ðàñïðåäåëåíèÿì íà âõîäå êàíàëà. Îä-
íàêî, â ñëó÷àå êàíàëà ñ íåïðåðûâíûì âõîäîì ýòîò ìàêñèìóì áóäåò áåñêî-
íå÷íûì. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êàíàë áåç øóìà.
Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðî-
ïèè âõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, è åå ìàêñèìóì ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî
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áîëüøèì. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå âõîäíîãî àëôàâèòà ìîæíî âûáðàòü âñå
ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z. Ïðèïèñûâàÿ ÷èñëàì ýòîãî ìíîæåñòâà îäèíà-
êîâûå âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷èì àíñàìáëü ñ áåñêîíå÷íîé ýíòðîïèåé, áóêâû
êîòîðîãî ïåðåäàþòñÿ àáñîëþòíî íàäåæíî.

Åñëè æå øóì ïðèñóòñòâóåò, òî â êà÷åñòâå âõîäà êàíàëà ìîæíî âû-
áðàòü ðåøåòêó dZ. ñ òàêèì áîëüøèì øàãîì ðåøåòêè d, ÷òîáû âëèÿíèåì
øóìà ìîæíî áûëî áû ïðåíåáðå÷ü. È â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû âèäèì, ýíòðî-
ïèÿ âõîäíîãî àëôàâèòà òîæå ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé.

×òîáû ïðèäàòü ñìûñë ðåøàåìîé çàäà÷å, íàì ñëåäóåò íàëîæèòü äî-
ïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèãíàëîâ. Íàèáîëåå
åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ìîùíîñòü âõîäíî-
ãî ñèãíàëà.

Ýíåðãèåé âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = (x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ âå-
ëè÷èíà

∑n
i=1 x2

i .
Ìîùíîñòüþ èëè ñðåäíåé ýíåðãèåé íà îòñ÷åò íàçûâàþò âåëè÷èíó

E(x) =

∑n
i=1 x2

i

n

Èíôîðìàöèîííîé åìêîñòüþ íåïðåðûâíîãî ñòàöèîíàðíîãî êàíàëà
äèñêðåòíîãî âðåìåíè ñ îãðàíè÷åíèåì E íà ìîùíîñòü âõîäíûõ ñèãíàëîâ
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

C0 = sup
n

max
f(x):M[E(x)]≤E

1

n
I(Xn; Y n).

Êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 3 äëÿ
äèñêðåòíûõ êàíàëîâ, ïðèâåäåì ôîðìóëû äëÿ èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè
ñàìûõ ïðîñòûõ è âàæíûõ äëÿ òåîðèè è ïðàêòèêè ìîäåëåé êàíàëîâ.

Òåîðåìà 3.7 Èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü íåïðåðûâíîãî ñòàöèîíàðíîãî
êàíàëà äèñêðåòíîãî âðåìåíè áåç ïàìÿòè ñ îãðàíè÷åíèåì E íà ìîù-
íîñòü âõîäíûõ ñèãíàëîâ ðàâíà

C0 = max
f(x):M[E(x)]≤E

I(X; Y ). (3.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ äèñêðåòíûìè êàíàëàìè íóæíî ñíà÷àëà
ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3.35) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñâåðõó äëÿ èíôîð-
ìàöèîííîé åìêîñòè. Çàòåì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà âõîäå êàíàëà � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí. Äîêàçàòåëüñòâî
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îïèðàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, íà âûïóêëîñòü âçàèìíîé èíôîðìàöèè êàê ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà âõîäíîì àëôàâèòå. Ôîðìàëüíóþ çà-
ïèñü äîêàçàòåëüñòâà ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

¤
Ìû íàçûâàåì êàíàë ãàóññîâñêèì, åñëè øóì â êàíàëå èìååò ãàóññîâ-

ñêîå ðàñïðåäåëåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîìåðíîå, îïèñûâàåìîå (4.8). Â
äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ãàóññîâñêèå êàíàëû áåç ïàìÿ-
òè, â êîòîðûõ îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå øóìà èìååò âèä

f(z) =
1√

2πN0
e−

z2

2N0

Òåîðåìà 3.8 Èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü ãàóññîâñêîãî ñòàöèîíàðíîãî
êàíàëà äèñêðåòíîãî âðåìåíè áåç ïàìÿòè ñ îãðàíè÷åíèåì E íà ìîù-
íîñòü âõîäíûõ ñèãíàëîâ ðàâíà

C0 =
1

2
log

(
1 +

E

N0

)
(3.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. ¤
Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðè çàäàííîé ìîùíîñòè (äèñïåðñèè) áîëüøå, ÷åì äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýí-
òðîïèÿ ëþáîãî äðóãîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òîé æå ìîùíîñòüþ (Ñâîéñòâî
4.1.6) èç Òåîðåìû 3.8 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.9 Èíôîðìàöèîííàÿ åìêîñòü ñòàöèîíàðíîãî êàíàëà äèñ-
êðåòíîãî âðåìåíè áåç ïàìÿòè ñ îãðàíè÷åíèåì E íà ìîùíîñòü âõîäíûõ
ñèãíàëîâ

C0 ≤ 1

2
log

(
1 +

E

N0

)

Îòíîøåíèå E/N0 íàçûâàþò îòíîøåíèåì ñèãíàë/øóì. Êàê ìû âè-
äèì, ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò èíôîðìàöèîííóþ åìêîñòü è, â êîíå÷íîì
ñ÷åòå, äîñòèæèìóþ ñêîðîñòü íàäåæíîé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî êàíàëó.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óòâåðæäàòü, ÷òî èíôîðìàöèîííàÿ ñêîðîñòü äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ êàíàëà, íóæíî äîêàçàòü ïðÿ-
ìóþ è îáðàòíóþ òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì êîäèðî-
âàíèÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ êàíàëîâ âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Òåì
íå ìåíåå, â äàëüíåéøåì âìåñòî èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè áóäåì èñïîëü-
çîâàòü áîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîå ïîíÿòèå �ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü�, ïðè-
íèìàÿ íà âåðó ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåì êîäèðîâàíèÿ.
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3.12 Êàíàë íåïðåðûâíîãî âðåìåíè ñ àääè-
òèâíûì áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàì ïðåäñòîèò ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè êàíàëà íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. Ñòðîãîå èçëîæåíèå ýòèõ âî-
ïðîñîâ ïîòðåáîâàëî áû èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ïîíÿòèé, êîòîðûå
íå èñïîëüçîâàëèñü ðàíüøå â äàííîì ó÷åáíèêå. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ
ýâðèñòè÷åñêèìè ðàññóæäåíèÿìè, îáîñíîâûâàþùèìè ôóíäàìåíòàëüíûé
ðåçóëüòàò Øåííîíà, ïîëó÷åííûé èì åùå â 1948 ãîäó [21].

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé êàíàë ñ àääèòèâíûì ãàóññîâñêèì øóìîì.
Äëÿ îïèñàíèÿ ìîäåëè ãàóññîâñêîãî øóìà z(t) äîñòàòî÷íî çàäàòü åãî êîð-
ðåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

Kz(t) = M[z(t)z(t + τ ].

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

Sz(f) =

∫ ∞

−∞
K(τ)e−2πifτdτ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñòàöèîíàð-
íîãî ïðîöåññà íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. (Ñðàâíèòå ñ îïðåäåëåíèåì ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè äèñêðåòíîãî ïðîöåññà (4.15)). ×àñòîòà f
èçìåðÿåòñÿ â Ãåðöàõ è, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíûå âåùå-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (−∞,∞).

Ôóíêöèÿ Sz(f) � âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ è ÷åòíàÿ (ñì. çàäà÷ó
?? ãëàâû 4).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè
Sx(f) ïðîöåññà x(t) íà âõîäå êàíàëà. Òîãäà îãðàíè÷åíèå íà ìîùíîñòü
E âõîäíîãî ñèãíàëà ïðèìåò âèä

Ex =

∫ ∞

−∞
Sx(f)df ≤ E (3.37)

Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü çíà÷åíèÿ Sx(f) è Sz(f) êàê ìîùíîñòü ñîîò-
âåòñòâåííî ñèãíàëà è øóìà íà ÷àñòîòå f (ïðàâèëüíåå áûëî áû ãîâîðèòü
î íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ìàëûõ èíòåðâàëàõ ÷àñòîò à íå îá îòäåëüíûõ ÷à-
ñòîòàõ). Ïðè áåñêîíå÷íîé äëèíå ñèãíàëîâ èõ ïðîåêöèè íà ãàðìîíè÷åñêèå
ôóíêöèè ñòàíîâÿòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè (ñì. [3], [7], [39]). Ïðèõîäèì
ê ñîâîêóïíîñòè íåçàâèñèìûõ ïàðàëëåëüíûõ êàíàëîâ, ïðè÷åì, ñîãëàñíî
Òåîðåìå 3.8 ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîãî êàíàëà ðàâíà

1

2
log

(
1 +

Sx(f)

Sz(f)

)
.
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòîòå, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå äëÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî-
ñòè ñòàöèîíàðíîãî êàíàëà ñ àääèòèâíûì ãàóññîâñêèì øóìîì

C = sup
Sx(f)

1

2

∫ ∞

−∞
log

(
1 +

Sx(f)

Sz(f)

)
df. (3.38)

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì ïî âñåì ñïåêòðàëüíûì
ïëîòíîñòÿì Sx(f), óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèþ (3.37) íà ìîùíîñòü
ïðîöåñññà.

Ïîèñê ýêñòðåìóìà ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ïðèâîäèò ê ñëå-
äóþùåìó ðåçóëüòàòó:

C =
1

2

∫ ∞

−∞
log

(
1 +

max{(θ − Sz(f)), 0}
Sz(f)

)
df. (3.39)

ãäå θ âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ
∫ ∞

−∞
max{(θ − Sz(f)), 0}df = E.

Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ÷àñòîòàì íàçûâàþò ïðèíöèïîì ðàçëè-
âàíèÿ âîäû: ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü ñèãíàëà è øóìà �ðàñòåêàåòñÿ� òàêèì
îáðàçîì, ÷òî óðîâåíü âåçäå îäèíàêîâ, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ó÷àñòêîâ ñïåê-
òðà, ãäå ìîùíîñòü øóìà ïðåâûøàåò ýòîò óðîâåíü (â ýòèõ ó÷àñòêàõ ýíåð-
ãèÿ ñèãíàëà ðàâíà íóëþ). Ïðèìåð ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.10. Ïàðàìåòð θ ïîä-
áèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè (�îáúåì âîäû�)
áûëà ðàâíà ðàçðåøåííîé ýíåðãèè ñèãíàëà. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè ïî ôîðìóëå (3.39) èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî èíòåðâà-
ëàì ÷àñòîò, â êîòîðûõ ýíåðãèÿ ñèãíàëà ïîëîæèòåëüíà (θ > Sz(f)).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ïðåæäå âñåãî, ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà ïîñòîÿííà è ðàâíà Sz(f)=N0/2
âî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Òàêîé ïðîöåññ íàçûâàþò áåëûì øóìîì. Ôèçè-
÷åñêè áåëûé øóì ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó åãî ìîùíîñòü áåñ-
êîíå÷íà.

Ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì,
÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ áåëîãî øóìà èìååò âèä

Kz(t) =
N0

2
δ(t),

ãäå ôóíêöèÿ δ(t) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíè-
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θ  

( )zS f  

0 

f  

Ðèñ. 3.10: Ïðèíöèï ðàçëèâàíèÿ âîäû

ÿìè

δ(t) =

{
0 t 6= 0
∞ t = 0

,

∫ ∞

−∞
δ(t) = 1.

Êàíàë ñ àääèòèâíûì áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì (ÀÁÃØ) � ìîäåëü
íåïðåðûâíîãî ïî âðåìåíè êàíàëà, àíàëîãè÷íàÿ äèñêðåòíîé ïî âðåìåíè
ìîäåëè êàíàëà áåç ïàìÿòè. Ñîñåäíèå, ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ïî âðåìåíè
îòñ÷åòû øóìà íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà
íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ çà èñêëþ÷åíèåì íóëÿ.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ (3.38) ñ (3.39) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîé ïëîò-
íîñòè ìîùíîñòè øóìà Sz(f) îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ñèã-
íàëà òîæå áóäåò ðàâíîìåðíûì. Íàëîæèì òåïåðü ôèçè÷åñêè îïðàâäàííîå
îãðàíè÷åíèå íà øèðèíó ïîëîñû ÷àñòîò ñèãíàëà W Ãö. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñèãíàëà ðàâíà Sx(f) = E/(2W ).

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ñèãíàë êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè èìååò, ñòðîãî ãî-
âîðÿ, áåñêîíå÷íûé ñïåêòð. Â ýòîì ñìûñëå ïðåäïîëîæåíèå îá îãðàíè÷åí-
íîñòè ñïåêòðà íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â òî÷íîñòè. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
äîëÿ ýíåðãèè ñèãíàëà â ÷àñòè åãî ñïåêòðà çà ïðåäåëàìè ïîëîñû ÷àñòîò
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[−W,W ] íè÷òîæíî ìàëà. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî, ãîâîðÿ î ïîëîñå ÷à-
ñòîò øèðèíû W , ìû ïîäðàçóìåâàåì ñèãíàë, ñïåêòð êîòîðîãî ñèììåòðè-
÷åí â èíòåðâàëå ÷àñòîò [−W,W ].

Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè êàíàëà ñ ÀÁÃØ ñ äèñïåðñèåé øóìà N0/2 è îãðàíè÷åíèÿìè
E è W ñîîòâåòñòâåííî íà ìîùíîñòü è ïîëîñó ñèãíàëà

C = W log

(
1 +

E

WN0

)
áèò/ñ. (3.40)

Ýòà ôîðìóëà � ïîæàëóé, îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ Øåííîíà.
Åñëè ìû òåïåðü îòêàæåìñÿ îò îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëîñó ÷àñòîò, òî ïî-

ëó÷èì

C = lim
W→∞

W log

(
1 +

E

WN0

)

=
E

N0 ln 2
áèò/ñ. (3.41)

×òîáû ïîëó÷èòü ýòîò ðåçóëüòàò, ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðàâèëîì Ëî-
ïèòàëÿ.

Ïîëó÷åííûå â äàííîì ïàðàãðàôå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïî çàäàííûì
ïàðàìåòðàì êàíàëà ïîäñ÷èòàòü ïîòåíöèàëüíî äîñòèæèìóþ ñêîðîñòü ïå-
ðåäà÷è èíôîðìàöèè.

Ïðèìåð 3.12.1 Òåëåôîííûé êàíàë. Õîòÿ ïî ïàðå òåëåôîííûõ ïðîâî-
äîâ ìîæíî ïåðåäàâàòü èíôîðìàöèþ â î÷åíü áîëüøîì äèàïàçîíå ÷àñòîò,
ìîäåì äëÿ òåëåôîííîãî êàíàëà ñïðîåêòèðîâàí òàê, ÷òîáû âåñü ñèãíàë ïî-
ìåùàëñÿ â ïîëîñå ðå÷åâîãî ñèãíàëà, ò.å. â ïîëîñå W = 3400 Ãö. Ýòî îãðà-
íè÷åíèå ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì íà òåëåôîííûõ ñòàíöèÿõ àïïàðàòóðû
óïëîòíåíèÿ êàíàëîâ, â êîòîðîé èìåííî òàêàÿ ïîëîñà îòâîäèòñÿ íà êàæ-
äûé êàíàë. Ïðè îòíîøåíèè ñèãíàë-øóì íà Ãö ðàâíîì E/(WN0) = 100
èç ôîðìóëû (3.40) íàõîäèì, ÷òî C ≈ 22000 áèò/ñ. Ìû çíàåì, ÷òî ñî-
âðåìåííûå ìîäåìû íàäåæíî ðàáîòàþò è ïðè áîëåå âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ. Â
ýòîì íåò ïðîòèâîðå÷èÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ðåàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êàíà-
ëîâ íåñêîëüêî ëó÷øå, ÷åì òå, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè ïðè ðàñ÷åòàõ. Êðî-
ìå òîãî, ñîâðåìåííûå ìîäåìû äëÿ òåëåôîííûõ ëèíèé èñïîëüçóþò î÷åíü
íåïðîñòûå è î÷åíü ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ìîäóëÿöèè è êîððåêòèðóþùèå
êîäû.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü � ëèøü òåîðåòè÷å-
ñêèé ïðåäåë ñêîðîñòè, ïðè êîòîðîé ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíà íàäåæíàÿ
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ïåðåäà÷à. Ñóùåñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì êîäèðîâàíèÿ íå êîí-
ñòðóêòèâíû, îíè íå óêàçûâàþò ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ êîäà. Áîëåå òîãî,
èçâåñòíûå ñåãîäíÿ ðàçíîîáðàçíûå êîíñòðóêöèè êîäîâ ïî ñâîèì õàðàêòå-
ðèñòèêàì çàìåòíî óñòóïàþò òåîðåòè÷åñêè ñóùåñòâóþùèì îïòèìàëüíûì
êîäàì.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, êàê òåîðåìà Øåííîíà èñïîëü-
çóåòñÿ íà ïðàêòèêå äëÿ àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè êîäèðîâàíèÿ è ñðàâíèì
õàðàêòåðèñòèêè ñóùåñòâóþùèõ ñïîñîáîâ êîäèðîâàíèÿ ñîîòíîñÿòñÿ ñ òåî-
ðåòè÷åñêèìè ïðåäåëàìè.

3.13 Ýíåðãåòè÷åñêèé âûèãðûø êîäèðîâàíèÿ
Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, âû÷èñëåíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåíû ïðåäûäóùèå
ïàðàãðàôû, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé êàíàëà ñâÿçè. Öåëü äàííîãî ïà-
ðàãðàôà � àíàëèç õàðàêòåðèñòèê ñïîñîáîâ êîäèðîâàíèÿ. Òðàäèöèîííîé
ìåðîé ýôôåêòèâíîñòè ñëóæàò çàòðàòû ýíåðãèè íà ïåðåäà÷ó îäíîãî áèòà
èíôîðìàöèè. Íèæå ìû ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè áîëåå
òî÷íî è ïîñìîòðèì, íàñêîëüêî áëèçêè õàðàêòåðèñòèêè ïðèìåíÿåìûõ íà
ïðàêòèêå êîäîâ ê òåîðåòè÷åñêîìó ïðåäåëó.

Ðàññìîòðèì êàíàë ñ ÀÁÃØ áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëîñó ñèãíàëà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè øóìà ðàâíà N0/2, ìîù-
íîñòü ïåðåäàâàåìîãî ñèãíàëà ðàâíà E âàòò èëè äæîóëåé/ñ, à ñêîðîñòü
ïåðåäà÷è ñîñòàâëÿåò R áèò/ñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàòðàòû ýíåðãèè íà áèò
ñîñòàÿâëÿþò

Eb =
E

R
äæ/áèò.

Âåëè÷èíó Eb/N0 íàçûâàþò îòíîøåíèåì ñèãíàë-øóì íà áèò. Èç (3.36)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ îòíîøåíèÿõ ñèãíàë-øóì ïðîïóñêíàÿ ñïîñîá-
íîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ëîãàðèôìó îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì, ïîýòîìó çíà-
÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû ïðèâîäÿò â äåöèáåëëàõ (äÁ). Äëÿ ÷èñëà A åãî çíà-
÷åíèå â äåöèáåëëàõ ðàâíî 10 log10 A äÁ.

Ñîãëàñíî (3.41) íàäåæíàÿ ïåðåäà÷à âîçìîæíî òîëüêî ïðè

R < C =
E

N0 ln 2

èëè
Eb

N0
> ln 2 = 0.693 = −1.59 äÁ. (3.42)

Èòàê, èç òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ äëÿ êàíàëà ñ ÀÁÃØ ñëåäóåò: íàäåæ-
íàÿ ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå
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ñèãíàë/øóì íà áèò íå ìåíüøå âåëè÷èíû −1.59 äÁ.
Íàñêîëüêî òðóäíî äîñòè÷ü íàäåæíîé ïåðåäà÷è ïðè òàêîì îòíîøåíèè

ñèãíàë-øóì?
×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ðàññìîòðèì ïåðåäà÷ó èíôîðìàöèè

äâîè÷íûìè ñèãíàëàìè áåç êîäèðîâàíèÿ. Íàäåæíîñòü ïåðåäà÷è çàâèñèò
îò êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé ñðåäû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëîâ è âûáðàí-
íîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà ìîäóëÿöèè è äåìîäóëÿöèè. Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè äâîè÷íûõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñèãíàëîâ
ïðè ïåðåäà÷å ñèìâîëîâ 0 è 1 íà âûõîäå äåìîäóëÿòîðà íàáëþäàþòñÿ ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

f(y|0) =
1√
πN0

e−
(y+

√
E)2

N0

è
f(y|1) =

1√
πN0

e−
(y−√E)2

N0

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó â îòñóòñòâèå êîäèðîâàíèÿ êàæäûé ñèãíàë
íåñåò îäèí áèò èíôîðìàöèè, èìååì E = Eb. Åñëè ïðèåìíèê âûíîñèò
ðåøåíèå î òîì, ÷òî ïåðåäàâàëñÿ 0, åñëè y < 0 è ðåøåíèå â ïîëüçó 1 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè â îäíîì áèòå ðàâíà

Pb =

∫ ∞

0
f(y|0)dy = (3.43)

=

∫ 0

−∞
f(y|1)dy = (3.44)

= Q

(√
2Eb

N0

)
, (3.45)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

Q(x) =
1√
2π

∫ ∞

x

e−
y2

2 dy. (3.46)

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïðè íåêîäèðîâàííîé ïåðå-
äà÷å îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì ïðèâåäåí íà Ðèñ.3.11. Íà ýòîì æå ðè-
ñóíêå ïîêàçàíà àñèìïòîòà Øåííîíà Eb/N0 = −1.59 äÁ. Èç ãðàôèêîâ,
â ÷àñòíîñòè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè
10−6 òðåáóåòñÿ Eb/N0 = 10.53 äÁ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêîé âåðîÿòíîñòè
îøèáêè ïîòåíöèàëüíî äîñòèæèìûé ýíåðãåòè÷åñêèé âûèãðûø êîäèðîâà-
íèÿ ñîñòàâëÿåò 1.59+10.53 = 12.06 äÁ, èëè â 16 ðàç! Öèòèðóÿ Áëýéõóòà,
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ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óëó÷øàòü êàíàëû ñâÿçè � âûáðàñûâàòü äåíüãè íà
âåòåð. Ëó÷øå ïðîñòî ïðèìåíèòü êîäèðîâàíèå!

Ê ñîæàëåíèþ, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå íåêîòîðûå âàæíûå ïðàêòè-
÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ, òî ïåðåäà÷à ïðè Eb/N0 = −1.59 äÁ îêàæåòñÿ íåâîç-
ìîæíîé. Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíôîðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ äâîè÷íû-
ìè ñèãíàëàìè, è íà ïðèåìíîé ñòîðîíå ñíà÷àëà âûíîñèòñÿ ðåøåíèå (0 èëè
1) î êàæäîì ñèãíàëå, à óæå çàòåì âûïîëíÿåòñÿ äåêîäèðîâàíèå, ò.å. âûáîð
êîäîâîãî ñëîâà áëèæàéøåãî ê ïðèíÿòîé èç êàíàëà äâîè÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Òàêîé ìåòîä îáðàáîòêè ñèãíàëîâ íàçûâàþò äåêîäèðîâàíèåì ñ
æåñòêèìè ðåøåíèÿìè.

Àíàëèç ýòîé ñèòóàöèè (ñì. [12]) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:
äëÿ îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì íà áèò Eb/N0 = E/(N0Rc) èìååì íåðàâåí-
ñòâî

Eb

N0
>

π

2
ln 2 = 1.09 = 0.37 äÁ (3.47)

Ýòè ïîäñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîòåðè, ñâÿçàííûå ñ ïðèíÿòèåì æåñò-
êèõ ðåøåíèé íà âûõîäå äåìîäóëÿòîðà, ñîñòàâëÿþò ïðèáëèçèòåëüíî 2 äÁ.
Àñèìïòîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåêîäèðîâàíèþ ñ æåñòêèìè ðåøåíèÿìè,
ïîêàçàíà íà Ðèñ. 3.11

−1.59 0.37 2 4 6 8 10 12
10
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0
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Ðèñ. 3.11: Õàðàêòåðèñòèêè íåêîäèðîâàííîé ïåðåäà÷è (1) è ïðåäåëû Øåí-
íîíà äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ ñ æåñòêèìè (2) è ìÿãêèìè (3) ðåøåíèÿìè

Àíàëèç êàíàëîâ ñ ìÿãêèìè ðåøåíèÿìè è ñðàâíåíèÿ ñ ñîâðåìåííûìè
ìåòîäàìè êîäèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè â [12].
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Ãëàâà 4

Íåïðåðûâíûå èñòî÷íèêè.
Êîäèðîâàíèå ñ çàäàííûì
êðèòåðèåì êà÷åñòâà
Äèñêðåòíûìè ìû íàçûâàåì ìíîæåñòâà, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîòîðûõ êî-
íå÷íî èëè ñ÷åòíî. Âñå îñòàëüíûå ìíîæåñòâà ìû êëàññèôèöèðóåì êàê
íåïðåðûâíûå. Ïðèìåð � îòðåçîê ÷èñëîâîé îñè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷à-
åì ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå óæå
íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé äîñòèæèìîé ñêîðîñòè êîäèðîâàíèÿ, íî ïîç-
âîëÿåò îáúåêòèâíî ñðàâíèâàòü �èíôîðìàòèâíîñòü� ðàçíûõ àíàëîãîâûõ
èñòî÷íèêîâ. Ýòî âàæíûé øàã íà ïóòè ê èçó÷åíèþ ôóíêöèé ñêîðîñòü-
èñêàæåíèå äëÿ êîäèðîâàíèÿ èñòî÷íèêîâ ñ çàäàííûì óðîâíåì èñêàæåíèé,
à òàêæå ê âû÷èñëåíèþ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè íåïðåðûâíûõ êàíàëîâ

4.1 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ. Âçàèì-
íàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ àí-
ñàìáëåé

Ñîáñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ èñòî÷íèêîâ íåîïðåäåëåíà,
ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü êàæäîãî îòäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ. Íå áóäåò îøèáêîé ñêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ çíà÷åíèé
(à çíà÷èò è ýíòðîïèÿ) íåïðåðûâíîãî èñòî÷íèêà áåñêîíå÷íà. Âîçüìåì, íà-
ïðèìåð, ÷èñëî π. Îíî èçâåñòíî ìàòåìàòèêàì ñ òî÷íîñòüþ äî ìèëëèîíîâ
ðàçðÿäîâ, íî ïîèñê ïðîäîëæàåòñÿ è êàæäûé ñëåäóþùèé ðàçðÿä íåñåò
íîâóþ èíôîðìàöèþ.
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Èòàê, ôîðìóëà ýíòðîïèè

H(X) = −
∑

x∈X

p(x) log p(x)

ëèøåíà ñìûñëà äëÿ íåïðåðûâíûõ ñ.â. Âîçíèêàåò èñêóøåíèå çàìåíèòü
ñóììó íà èíòåãðàë, à âåðîÿòíîñòü íà ïëîòíîñòü è ïîäóìàòü íàä òåì,
êàêîé ñìûñë íåñåò âû÷èñëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèåé íåïðåðûâíîãî àíñàìáëÿ X ñ çàäàííîé
íà íåì ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

h(X) = −
∫

X

f(x) log f(x)dx (4.1)

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè äëÿ íàèáîëåå ÷à-
ñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé äàíû â òàáëèöå 4.1. Â
ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè ìû ïîéìåì, ïî-
÷åìó îíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, òîæå �ýíòðîïèÿ� (ìåðà ñðåäíåé èíôîðìàöèè),
õîòÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, �äèôôåðåíöèàëüíàÿ�.

Ïðè îïèñàíèè îáîáùåííîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàíà
ãàììà-ôóíêöèÿ Γ(z), îïðåäåëÿåìàÿ êàê

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−tdt.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè α = 1 îáîáùåííîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå
ñîâïàäàåò ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì, ïðè α = 2 èç íåãî ïîëó÷àåòñÿ íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå, à ïðè α →∞ îíî ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó.

Òàáëèöà 4.1: Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
Ðàñïðåäåëåíèå Ïëîòíîñòü Õàðàêòåðèñòèêè
âåðîÿòíîñòåé f(x) m σ2 h(X)

Ðàâíîìåðíîå
1

b−a
, x ∈ [a, b]

0, x < a, x > b
a+b
2

(b−a)2

12
log(b− a)

Ýêñïîíåí-
öèàëüíîå

λe−λx, x ≥ 0
0, x < 0

1
λ

1
λ2 log e

λ

Ëàïëàñà λ
2
e−λ|x−m| m 1

λ2 log 2e
λ

Íîðìàëüíîå
(ãàóññîâñêîå)

1
σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 m σ2 log
√

2πeσ2

Îáîáùåííîå
ãàóññîâñêîå

αη(α,σ)
2Γ(1/α)

e−η(α,σ)|x−m|α

η(α, σ) = 1
σ

√
Γ(3/α)
Γ(1/α)

m σ2 log 2Γ(1/α)e1/α

αη(α,σ)
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Ñâîéñòâî 4.1.1 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ìîæåò áûòü êàê ïîëî-
æèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôîðìóëå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. òàáëèöó 4.1), äëÿ ñ.â. ðàñïðåäåëåííîé
ðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå äëèíû a èìååì

h(X) = log a

{ ≤ 0, a ≤ 1,
> 0, a > 1.

¤
Óñëîâèìñÿ ïîä aX ïîíèìàòü ñ.â., ïîëó÷åííóþ èç X óìíîæåíèåì åå

çíà÷åíèé íà a, àíàëîãè÷íî a + X îçíà÷àåò ïðèáàâëåíèå a ê çíà÷åíèÿì
èç X.

Ñâîéñòâî 4.1.2
h(a + X) = h(X);
h(aX) = h(X) + log |a|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ëåãêî ïîëó÷èòü èç îïðåäåëåíèÿ
(4.1) ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðè èíòåãðèðîâàíèè.

×òîáû ïîëó÷èòü âòîðîå òîæäåñòâî, âñïîìíèì èçâåñòíîå èç òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé
îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Åñëè Y = {y} ïîëó÷åíà èç X = {x} âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì y(x), òî ïëîòíîñòü fy(y) âû÷èñëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè
fx(x) ïî ôîðìóëå

fy(y) = fx(x(y))

∣∣∣∣
dx(y)

dy

∣∣∣∣ . (4.2)

Ïîýòîìó, åñëè ïëîòíîñòüþ äëÿ X áûëà f(x), òî aX áóäåò èìåòü ïëîò-
íîñòü 1

af(x
a). Ïîäñòàíîâêà ýòîé ïëîòíîñòè â (4.1) ïðèâîäèò ê òðåáóåìîìó

ðåçóëüòàòó. ¤
Ìû äîêàçàëè, ÷òî èçìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ïðèáàâëå-

íèå êîíñòàíòû ê êàæäîìó çíà÷åíèþ ñ.â.) íå èçìåíÿåò äèôôåðåíöèàëüíîé
ýíòðîïèè, à óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó a óâåëè÷èâàåò åå íà log a. Ïåðâûé
èç ýòèõ ôàêòîâ ïîíÿòåí, ïîñêîëüêó ñìåùåíèå ñ.â. íàïîìèíàåò èçìåíå-
íèå íóìåðàöèè èëè ïåðåîáîçíà÷åíèå ýëåìåíòîâ äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà.
Âòîðîé ôàêò îáúÿñíèòü ñëîæíåå, ïîñêîëüêó ìû ïðèâûêëè ê òîìó, ÷òî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå äèñêðåòíîãî àíñàìáëÿ íå èçìåíÿåò
åãî ýíòðîïèè.
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x, y

f (x)

f (y)

f (x), f(y)

1/a

1/(2a)

2aa0

h(X) = log a

h(Y ) = log a+1

Ðèñ. 4.1: Ïðèìåð ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ðèñ. 4.1 ïîÿñíÿåò èçìåíåíèå ýíòðîïèè ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè. Íà íåì
ïîêàçàíà ïëîòíîñòü ñ.â. X ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå
[0, a] è ñ.â. Y = 2X. Äèôôåðåíöèàëüíûå ýíòðîïèè ýòèõ ñ.â. ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

h(Y ) = h(X) + 1.

Â ÷åì ñìûñë äîïîëíèòåëüíîãî áèòà?
Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå êîíêðåòíîå çíà÷åíèå y ∈ Y . Çàìåòèì, ÷òî 1 áè-

òà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óêàçàòü â êàêîì èç äâóõ îòðåçêîâ [0, a) èëè [a, 2a]
íàõîäèòñÿ y. Ïîñëå òîãî, êàê çíà÷åíèå ýòîãî áèòà èçâåñòíî, èíôîðìàöèÿ,
ñîäåðæàùàÿñÿ â y ñîâïàäàåò ñ èíôîðìàöèåé, ñîäåðæàùåéñÿ â ëþáîì çíà-
÷åíèè x. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïåðåäà÷è çíà÷åíèé èç Y íóæíî ïîòðàòèòü
íà 1 áèò áîëüøå, ÷åì äëÿ çíà÷åíèé àíñàìáëÿ X.

Ýòîò ïðèìåð ïîäñêàçûâàåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ íå óêà-
çûâàåò çíà÷åíèå ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè â ñîîáùåíèÿõ íåïðå-
ðûâíîãî ìíîæåñòâà, íî çàòî äàåò âîçìîæíîñòü ñîèçìåðÿòü êîëè÷åñòâî
èíôîðìàöèè â ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ, à òàêæå èçìåðÿòü èçìåíåíèå êî-
ëè÷åñòâà èíôîðìàöèè ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ àíñàìáëåé. Îòñþäà è íàçâà-
íèå: �äèôôåðåíöèàëüíàÿ� ýíòðîïèÿ.

Åñëè íà XY = {(x, y)} çàäàíà äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü f(x, y) =
f(x)f(y|x), òî ïî àíàëîãèè ñ äèñêðåòíûìè àíñàìáëÿìè îïðåäåëÿåì
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óñëîâíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ýíòðîïèþ êàê

h(Y |X) = −
∫

X

∫

Y

f(x, y) log f(y|x)dxdy.

Â òî÷íîñòè êàê è äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.
Ñâîéñòâî 4.1.3

h(XY ) = h(X) + h(Y |X),
h(X|Y ) ≤ h(X),

ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ íåçàâèñèìûõ àíñàìáëåé X è Y .
Îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèåé Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà ïëîòíîñòè f1(x) ïî

îòíîøåíèþ ê ïëîòíîñòè f2(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

L(f1||f2) =

∫

X

f1(x) log
f1(x)

f2(x)
dx. (4.3)

Ñâîéñòâî 4.1.4 Äëÿ ëþáûõ ïëîòíîñòåé f1(x) è f2(x)

L(f1||f2) ≥ 0,

ñ ðàâåíñòâîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòè ñîâïàäà-
þò.
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé (ñì. [12]).

Îïèðàÿñü íà ýòî ñâîéñòâî, ìû óñòàíîâèì âåðõíèå ïðåäåëû äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè äëÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé
âåðîÿòíîñòåé.

Ñâîéñòâî 4.1.5 Åñëè îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñ.â. ñëóæèò îòðåçîê äëè-
íû a, òî äëÿ ëþáîé ïëîòíîñòè f(x)

h(X) ≤ log a,

ñ ðàâåíñòâîì â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñâîéñòâî 4.1.6 Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ìàòåìà-
òè÷åñêèì îæèäàíèåì m ïðè ëþáîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(x)

h(X) ≤ log(em),

ñ ðàâåíñòâîì â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ñâîéñòâî 4.1.7 Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ äèñïåðñèåé σ2 ïðè ëþáîé
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(x)

h(X) ≤ log
√

2πeσ2,

ñ ðàâåíñòâîì â ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîñëåäíèå òðè ñâîéñòâà óñòàíàâëèâàþò, ÷òî ðàâíîìåðíîå, ýêñïîíåí-
öèàëüíîå è ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè â òîì
ñìûñëå, ÷òî îíè ìàêñèìèçèðóþò äèôôåðåíöèàëüíóþ ýíòðîïèþ ïðè ðàç-
ëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Ìû äîêàæåì ñâîéñòâî 4.1.5. Ñâîéñòâà 4.1.6 è 4.1.7 ðåêîìåíäóåì äîêà-
çàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 4.1.5. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 4.1.2 áåç ïî-
òåðè îáùíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàë [0, a] â êà÷åñòâå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ñ.â. Ïóñòü f(x) è f0(x) îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ïðîèç-
âîëüíóþ ïëîòíîñòü è ðàâíîìåðíóþ ïëîòíîñòü íà [0, a]. Ðàññìîòðèì ðàç-
íîñòü

log a− h(X) =

∫ a

0
f(x) log adx +

∫ a

0
f(x) log f(x)dx =

=

∫ a

0
f(x) log

f(x)

1/a
dx =

= L(f ||f0).

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåîòðèöàòåëüíà â ñèëó ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè
4.1.4. ¤

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãèþ ñ äèñêðåòíûìè àíñàìáëÿìè, ââåäåì ïîíÿòèå
ñðåäíåé âçàèìíîé èíôîðìàöèè ìåæäó íåïðåðûâíûìè àíñàìáëÿìè X è
Y

I(X; Y ) =

∫

X

∫

Y

f(x, y) log
f(y|x)

f(y)
dxdy.

Ñðåäíÿÿ âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí èìååò òó
æå èíòåðïðåòàöèþ è òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è äëÿ äèñêðåòíûõ âåëè÷èí.
Íàïîìíèì òå ñâîéñòâà, êîòîðûå áóäóò âîñòðåáîâàíû â äàëüíåéøåì.
Ñâîéñòâî 4.1.8

I(X; Y ) = I(Y ; X) = h(Y )− h(Y |X) = h(X)− h(X|Y );

Ñâîéñòâî 4.1.9
I(X; Y ) ≥ 0

ñ ðàâåíñòâîì òîëüêî äëÿ íåçàâèñèìûõ àíñàìáëåé X è Y .
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Ñâîéñòâî 4.1.10 I(X;Y) � âûïóêëà âíèç êàê ôóíêöèÿ óñëîâíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f(y|x)

Åùå îäíî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî:
Ñâîéñòâî 4.1.11

I(aX; Y ) = I(X; Y ).

Îíî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà 4.1.2. Áîëüøå òîãî ñ
ïîìîùüþ ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîòíîñòåé (4.2), ëåãêî óñòàíîâèòü,
÷òî ñðåäíÿÿ âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ (â îòëè÷èå îò äèôôåðåíöèàëüíîé ýí-
òðîïèè) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè îáðàòèìîì ïðåîáðàçîâàíèè àíñàìáëåé.

4.2 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåêòîðîâ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîé ýíòðîïèè äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (âåêòîðîâ), ýëå-
ìåíòû êîòîðûõ � íåïðåðûâíûå ñ. â, à çàòåì è äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = (x1, ..., xn) ∈ Xn. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî èçâåñòíà n-ìåðíàÿ ïëîòíîñòü f(x). Íàñ èíòåðåñóåò

h(Xn) = −
∫

Xn

f(x) log f(x)dx.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñ.â. îòâåò ïðîñò: h(Xn) =
∑n

i=1 h(Xi). Èíòåðåñíî
íàéòè íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñîäåðæàòåëüíûõ ìîäåëåé çà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî ïåðåñ÷åòà ìíîãîìåðíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñëó÷àéíûõ âåêòî-
ðîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð y = (y1, ..., yn) ∈ Y n ïîëó÷åí èç x ∈ Xn

îáðàòèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
yi = fi(x). Òîãäà ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé g(y) äëÿ y áóäåò

g(y) = |J |−1f(x), (4.4)
ãäå J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ

J = det




∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
· · · ∂f1

∂xn
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2
· · · ∂f2

∂xn... ... . . . ...
∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
· · · ∂fn

∂xn


 .
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Èç ýòîãî ïðàâèëà ïîëó÷àåì îáîáùåíèå ñâîéñòâà 4.1.2 íà ïðîèçâîëüíûå
ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 4.1 Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A ðàçìåðà n × n
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ àíñàìáëÿ Y n = {y = xA, x ∈ Xn} ðàâ-
íà

h(Y n) = h(Xn) + log | det A|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè (4.4) èìååì

h(Y n) = M [− log g(y)] =

= M
[− log

(
f(x)| det A|−1)] =

= h(Xn) + log | det A|.
¤

Ïîñêîëüêó, êàê ìû óæå âûÿñíèëè, ýíòðîïèÿ íå çàâèñèò îò ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, âðåìåííî îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kx

êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó òàêîãî âåêòîðà x,

Kx = M[x′x].

Åå ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ êîððåëÿöèîííûå ìîìåíòû Kij = M[xixj], i, j =
1, . . . , j.

Ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè y = xA êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà ïðå-
îáðàçîâàííîãî âåêòîðà ïðèìåò âèä

Ky = M [A′x′xA] = A′KxA. (4.5)

Íàïðèìåð, åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà x áûëè íåçàâèñèìû è èìåëè
åäèíè÷íûå äèñïåðñèè, ò.å. Kx = In, ãäå In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
n× n, òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ y = xA ïîëó÷èì âåêòîð y ñ êîððåëÿöè-
îííîé ìàòðèöåé

Ky = A′A, det Ky = (det A)2. (4.6)
Èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìû çíàåì, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ãàóñ-

ñîâñêèõ ñ.â. � ãàóññîâñêàÿ ñ.â., à èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà K ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèö

K = T ′ΛT, (4.7)
â êîòîðîì ìàòðèöà T ñîñòàâëåíà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû K, à
Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû K.
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Ñîïîñòàâëÿÿ (4.5), (4.6) è (4.7), ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ãàóñ-
ñîâñêèé âåêòîð ñ ëþáîé çàäàííîé íàïåðåä êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
èç âåêòîðà íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ñ.â. ñ åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìè, è,
íàîáîðîò, íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ïðîèçâîëüíûé ãàóññîâ-
ñêèé âåêòîð ê âåêòîðó èç íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ñ.â. ñ åäèíè÷íûìè
äèñïåðñèÿìè.

Íàïîìíèì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ n-ìåðíîé ïëîòíîñòè ãàóññîâñêîãî
âåêòîðà ñ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé K è âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-
äàíèé m

f(x) =
1

(2π)n/2 det K1/2e
− 1

2 (x−m)K−1(x−m)T

, (4.8)

ãäå T � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Òåîðåìà 4.1 óêàçûâàåò ïðîñòîé ïóòü
ê ïîëó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè ãàóññîâñêîãî âåêòîðà. Ðåçóëü-
òàò âû÷èñëåíèé ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.2 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ñ êîð-
ðåëÿöèîííîé ìàòðèöåé K ðàâíà

h(Xn) =
1

2
log ((2πe)n det K) . (4.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ðàçëîæåíèå âèäà (4.7) äëÿ K. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç λ1, ..., λn äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Λ, ò.å. ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû K. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå x = yA ê âåêòîðó y, êîìïî-
íåíòû êîòîðîãî � íåçàâèñèìûå ãàóññîâñêèå ñ.â. ñ äèñïåðñèÿìè λ1, ..., λn.
Ïðèìåíèâ Òåîðåìó 4.1 ïîñëå ïðîñòûõ âûêëàäîê ïîëó÷èì (4.9). ¤

Ñëåäñòâèå 4.3 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ãàóññîâñêîãî âåêòîðà èç
n íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ñ äèñïåðñèÿìè σ2

1, ..., σ
2
n ðàâíà

hn(X) =
1

2
log (2πe) +

n∑
i=1

log σi. (4.10)

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ñâîéñòâó 4.1.7 ãàóññîâñêàÿ ñ.â. èìååò íàè-
áîëüøóþ ýíòðîïèþ ñðåäè âñåõ ñ.â. ñ çàäàííîé äèñïåðñèåé. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ìíîãîìåðíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå.

Òåîðåìà 4.4 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ñ
êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé K óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

h(Xn) ≤ 1

2
log ((2πe)n det K) . (4.11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû
ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Ïóñòü f(x) è g(x) � ñîîòâåò-
ñòâåííî ãàóññîâñêîå è ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà Xn,
ïðè÷åì îáîèì ðàñïðåäåëåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå êîððåëÿöèîí-
íûå ìàòðèöû K = {kij}, i, j = 1, ..., n. Äèôôåðåíöèàëüíûå ýíòðîïèè
ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç h(f) è h(g). Ïðåæ-
äå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

−
∫

Xn

g(x) log f(x)dx =
1

2
log ((2πe)n det K) . (4.12)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ â ëåâóþ ÷àñòü (4.12) n-ìåðíóþ ïëîòíîñòü (4.8),
ïîëó÷èì

−
∫

Xn

g(x) log f(x)dx =

= − 1

2
log ((2π)n det K)− log e

2

∫

Xn

g(x)xK−1xTdx =

(a)
= − 1

2
log ((2π)n det K)− log e

2

∫

Xn

g(x)
n∑

i=1

n∑
j=1

xik̃ijxjdx =

(b)
= − 1

2
log ((2π)n det K)− log e

2

n∑

i=1

n∑

j=1

k̃ij

∫

Xn

g(x)xixjdx =

(c)
= − 1

2
log ((2π)n det K)− log e

2

n∑
i=1

n∑
j=1

k̃ijkij =

(d)
= − 1

2
log ((2π)n det K)− n

2
log e =

=
1

2
log ((2πe)n det K) .

Â (a) ìû ïðèíÿëè îáîçíà÷åíèå k̃ij äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K−1, â (b) ïî-
ìåíÿëè ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ. Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà
ïîëó÷èëè êîððåëÿöèîííûå ìîìåíòû, ýòî ó÷òåíî â (c). Âíóòðåííÿÿ ñóì-
ìà ðàâíà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ñòðîêè ìàòðèöû K íà ñòîëáåö K−1

ñ òåì æå íîìåðîì. Ïîýòîìó êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ ñóììà ðàâíà 1. Ïîýòîìó
èìååò ìåñòî ïåðåõîä (d).

Òåïåðü èç (4.12) âûòåêàåò, ÷òî ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé (4.11)
åñòü

−
∫

Xn

g(x) log
g(x)

f(x)
= −L(g||f) ≤ 0,
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ãäå íåðàâåíñòâî îñíîâàíî íà ñâîéñòâå 4.1.4 îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè. Îò-
ñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

4.3 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ñòàöèî-
íàðíûõ ïðîöåññîâ äèñêðåòíîãî âðåìåíè

Îò ýíòðîïèè âåêòîðîâ îäèí øàã äî ýíòðîïèè ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ äèñêðåòíîãî âðåìåíè. Íàïîìíèì, êàê ýòîò øàã áûë ñäå-
ëàí äëÿ äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ. Ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå ýíòðîïèè
Hn(X) = H(Xn)/n è H(X|Xn) (ñì. ïàðàãðàô 1.5) è ðàññìàòðèâàëè èõ
ïðåäåëû ïðè n →∞. Ýòè ïðåäåëû ñîâïàäàþò è áûëè íàçâàíû ýíòðîïèåé
äèñêðåòíîãî ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà.

Òî÷íî òàêæå ìû îïðåäåëÿåì äèôôåðåíöèàëüíóþ ýíòðîïèþ íà ñîîá-
ùåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà êàê

hn(X) =
h(Xn)

n

è äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà äèñêðåòíîãî âðå-
ìåíè íàçûâàåì ïðåäåë

h∞(X) = lim
n→∞

hn(X). (4.13)

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ h(X|Xn) = h(Xn+1|X1...Xn) è h(X|X∞) =
limn→∞ h(X|Xn), ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 1.4 ìîæåì óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà

h∞(X) = h(X|X∞).

Êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ìû íàçûâàåì
ôóíêöèþ

K(n) = M [(xi −mx)(xi+n −mx)].

Èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìû çíàåì, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ �
÷åòíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà n è ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíîå
äèñïåðñèè ïðîöåññà ïðè n = 0, ò.å. K(0) = σ2

x.
Ïî èçâåñòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè äëÿ êàæäîãî n ìîæíî ïîñòðî-

èòü ñèììåòðè÷åñêóþ êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó Kn = Kij, i, j, = 1, ..., n,
ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû Kij = K(i− j) = K(j − i)

Òåîðåìà 4.2 äàåò âîçìîæíîñòü ïîäñ÷èòàòü hn(X) äëÿ ãàóññîâñêîãî
ïðîöåññà. Ïîäñòàâèâ (4.9) â 4.13 è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

h∞(X) =
1

2
log(2πe) + lim

n→∞
log det Kn

n
. (4.14)
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Èòàê, ïîäñ÷åò ýíòðîïèè ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïðåäåëèòåëåé êîððåëÿöèîííûõ ìàòðèö ïðîöåññà. Åñëè âñïîìíèòü î òîì,
÷òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû, òî,
íà ñàìîì äåëå, íóæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
è íàéòè åå ïðåäåë ïðè n →∞, ÷òî òîæå íåïðîñòî.

Íåòðèâèàëüíûì ïðèìåðîì ïðîöåññà, äëÿ êîòîðîãî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî
âûïîëíèòü ïî ôîðìóëå (4.14), ñëóæèò òàê íàçûâàåìûé àâòîðåãðåññèîí-
íûé ïðîöåññ. Åãî àíàëèç ïðèâåäåí â [12].

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé áîëåå ïîëóâåêà íà-
çàä À.Í. Êîëìîãîðîâûì.

Ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà ñ ôóíêöèåé êîððåëÿöèè K(n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

S(ω) =
∞∑

n=−∞
K(n)e−inω, ω ∈ (−π, π]. (4.15)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíî-
ñòè � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ S(ω) �
íåîòðèöàòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà ω.

Îáñóäèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîíÿòèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîù-
íîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì äèñêðåòíîãî âðåìåíè. Àð-
ãóìåíò ω ïðèâû÷íî áûëî áû èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êðóãîâóþ ÷àñòîòó
ñèãíàëà è òîãäà îíà èçìåðÿëàñü áû â ðàäèàíàõ/ñ. Îäíàêî, â (4.15) ω
� áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ñòàöèî-
íàðíûé ïðîöåññ ïîëó÷åí èçìåðåíèÿìè çíà÷åíèé ïðîöåññà íåïðåðûâíîãî
âðåìåíè (äèñêðåòèçàöèåé) ÷åðåç ðàâíûå èíòåðâàëû âðåìåíè (ïåðèîä äèñ-
êðåòèçàöèè) T ñåêóíä, òî çíà÷åíèÿ ω ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè ÷àñòîò f , èç-
ìåðÿåìûìè â Ãåðöàõ, ñîîòíîøåíèåì ω = 2πfT . ×àñòîòà äèñêðåòèçàöèè
ðàâíà fd = 1/T . Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðâàëó (−π, π] äëÿ ω ñîîòâåòñòâó-
åò èíòåðâàë (−fd/2, fd/2] äëÿ �íàñòîÿùåé� ÷àñòîòû f . Ñîãëàñíî òåîðåìå
îòñ÷åòîâ (òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà-Øåííîíà) ýòîò èíòåðâàë ñîäåðæèò âåñü
ñïåêòð ñèãíàëà, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñâîèìè îòñ÷åòàìè, èç-
ìåðåííûìè ñ ïåðèîäîì T . Èòàê, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, íîðìèðîâàííàÿ
ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè. Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàë îò
S(ω) ïî ìàëîìó èíòåðâàëó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äèñïåðñèþ (ýíåðãèþ)
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ñîîòâåòñòâóþùåì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 4.1 îáðàòèìîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ
îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì åäèíèöå íå èçìåíÿåò äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðî-
ïèè àíñàìáëÿ. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî âûáðàòü ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå, ïðèìåíåííîå ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì áîëüøîé äëèíû
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n. Èçâåñòíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì n êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ñïåêòðàëü-
íûõ êîìïîíåíò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ó÷èòûâàÿ ïðè-
âåäåííûå âûøå çàìå÷àíèÿ î ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè è ïðèìå-
íÿÿ ê ñïåêòðàëüíûì êîìïîíåíòàì Ñëåäñòâèå 4.3, ïðèõîäèì ê ôóíäàìåí-
òàëüíîìó ðåçóëüòàòó, âïåðâûå ïîëó÷åííîìó À.Í. Êîëìîãîðîâûì [52].

Òåîðåìà 4.5 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ñòàöèîíàðíîãî ãàóññîâñêî-
ãî ïðîöåññà ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè S(ω) ðàâíà

h∞(X) =
1

2
log (2πe) +

1

4π

∫ π

−π

log S(ω)dω. (4.16)

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.5 òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ óñèëèé è
îïèðàåòñÿ íà äîâîëüíîå ñëîæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Ñ ðàçíûìè
ïîäõîäàìè ê äîêàçàòåëüñòâó ìîæíî ïîçíàêîìèòñÿ â [18], [15] è [3].

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû 4.5 ê àâòîðåãðåññèîííîìó ïðîöåññó ïåð-
âîãî ïîðÿäêà äåòàëüíî ðàçîáðàí â [12].

4.4 Ìåðû èñêàæåíèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
êîäèðîâàíèÿ

Ìû ïðèñòóïàåì ê ðàññìîòðåíèþ îäíîãî èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ ñåãîäíÿ
ðàçäåëîâ òåîðèè èíôîðìàöèè � ê êîäèðîâàíèþ èñòî÷íèêîâ ïðè çàäàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ èíôîðìàöèè äåêîäåðîì. Òà-
êèå ìåòîäû ñæàòèÿ ñåãîäíÿ âîñòðåáîâàíû âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ îáðàáîòêè,
õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è ìóëüòèìåäèà äàííûõ.

Äëÿ ïîòðåáèòåëÿ ñèñòåìû ïåðåäà÷è èëè õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè êðèòå-
ðèåì êà÷åñòâà ðàáîòû êîäåðà è äåêîäåðà ÿâëÿåòñÿ ñóáúåêòèâíîå âîñïðè-
ÿòèå èñêàæåíèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ èñêàæåíèÿ ìîãóò áûòü õà-
ðàêòåðèçîâàíû êàê íåçàìåòíûå, äîïóñòèìûå, ãðóáûå è ò.ï. Ðàçðàáîò÷èêè
ñèñòåì êîäèðîâàíèÿ òàêæå ñòàðàþòñÿ èñïîëüçîâàòü ñóáúåêòèâíûå êðèòå-
ðèè â ñâîåé ðàáîòå, äëÿ ÷åãî ê òåñòèðîâàíèþ àïïàðàòóðû ïðèâëåêàþòñÿ
ãðóïïû ýêñïåðòîâ. Êàæäîå òàêîå èçìåðåíèå êà÷åñòâà òðåáóåò çíà÷èòåëü-
íûõ çàòðàò âðåìåíè è ôèíàíñîâûõ ñðåäñòâ, ïîýòîìó íà ýòàïå ðàçðàáîòêè
êîäåðîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îáúåêòèâíûå êðèòåðèè êà÷åñòâà.

Êîíå÷íî, ñëåäóåò âûáèðàòü êðèòåðèè òàê, ÷òîáû óðîâåíü îáúåêòèâ-
íîãî êà÷åñòâà áûë ìîíîòîííî ñâÿçàí ñ óðîâíåì ñóáúåêòèâíîãî êà÷åñòâà.
Îäíàêî, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ �ïîâåðãíóòü àëãåáðå ÿçûê ãàðìîíèé� íå
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óäàåòñÿ. Ïðèõîäèòñÿ, êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíè-
ÿõ, íàêëàäûâàòü íà ìíîæåñòâå ìåð èñêàæåíèé òàêèå îãðàíè÷åíèÿ, êîòî-
ðûå ïîçâîëèëè áû ñ ðàçóìíîé ñëîæíîñòüþ íàéòè àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ
èíòåðåñóþùèõ íàñ çàäà÷.

Èòàê, ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî X = {x}, ýëåìåíòû êîòîðî-
ãî � ñîîáùåíèÿ èñòî÷íèêà è âòîðîå ìíîæåñòâî, Y = {y}, êîòîðîå áóäåì
íàçûâàòü àïïðîêñèìèðóþùèì. Ìåðà èñêàæåíèÿ dn(x, y) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå Xn× Y n = {(x, y), x ∈ Xn, y ∈ Y n}, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:

• Äëÿ ëþáûõ x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn)

dn(x, y) =
1

n

n∑
i=1

d(xi, yi), (4.17)

ãäå d(x, y) � òàê íàçûâàåìàÿ ïîáóêâåííàÿ ìåðà èñêàæåíèÿ.

•
d(x, y) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ X, y ∈ Y.

Ñîãëàñíî ýòèì óñëîâèÿì, ïðè êîäèðîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñî-
îáùåíèé èñòî÷íèêà, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òàêèå ìåðû èñêàæåíèÿ
êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîáóêâåííîé ìåðû ïî âñåì
ñîîáùåíèÿì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðè÷åì ïîáóêâåííàÿ ìåðà îáÿçàòåëüíî
íåîòðèöàòåëüíà. Îáà îãðàíè÷åíèÿ âïîëíå åñòåñòâåííû. Ïåðâîå íîðìèðó-
åò ñóììàðíóþ îøèáêó â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîáùåíèé ïî îòíîøåíèþ ê
äëèíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïîçâîëÿåò îáúåêòèâíî ñðàâíèâàòü êîäåðû,
îáðàáàòûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçíîé äëèíû. Âòîðîå îãðàíè÷å-
íèå òîæå ïîíÿòíî, îíî îçíà÷àåò, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ïðèâîäèò ê ïîòåðå
òî÷íîñòè è d(x, y) óêàçûâàåò âåëè÷èíó ïîòåðè, ñâÿçàííîé ñ çàìåíîé òî÷-
íîãî çíà÷åíèÿ x åãî àïïðîêñèìèðóþùèì çíà÷åíèåì y.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
Ïðèìåð 4.4.1 Âåðîÿòíîñòíàÿ (Õýììèíãîâà) ìåðà èñêàæåíèÿ. Ïóñòü
X = {0, ..., M − 1} � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî, è Y = X. Ïîëîæèì

d(x, y) =

{
0, x = y;
1, x 6= y.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåðà (4.17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîëþ �îøèáîê� ïðè
âûäà÷å ïîëó÷àòåëþ y âìåñòî èñòèííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x. Ïðè áîëü-
øîé äëèíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dn(x, y) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýìïè-
ðè÷åñêóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî ñèìâîëà, îòñþäà � íàçâàíèå
�âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà�
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Ïðèìåð 4.4.2 Àáñîëþòíàÿ ìåðà èñêàæåíèÿ. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è Y = X. Ïîëîæèì

d(x, y) = |x− y| .
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåðà (4.17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìèðîâàííóþ ñóììó
ìîäóëåé îòêëîíåíèÿ êîìïîíåíò y îò êîìïîíåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x.

Ïðèìåð 4.4.3 Êâàäðàòè÷åñêàÿ ìåðà èñêàæåíèÿ. Ïóñòü X � ïðîèçâîëü-
íîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è Y = X. Ïîëîæèì

d(x, y) = (x− y)2 .

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåðà (4.17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ
îøèáêó àïïðîêñèìàöèè x ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ y. Ïîñëåäíÿÿ ìåðà íàè-
áîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå. Åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîù-
íîñòü øóìà, íàëîæåííîãî íà èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñòî÷íèêà
â ðåçóëüòàòå êîäèðîâàíèÿ. Îòíîøåíèå ìîùíîñòè êîäèðóåìîãî ñèãíàëà
ê ìîùíîñòè øóìà, ïîðîæäåííîãî êîäåðîì, íàçûâàþò îòíîøåíèåì ñèã-
íàë/øóì.

Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ïðèìåðàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñîîáùåíèÿ è àï-
ïðîêñèìèðóþùèå çíà÷åíèÿ âûáèðàþòñÿ èç îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèâåäåííóþ íà ðèñ.4.2 ìîäåëü ñèñòåìû, îñó-
ùåñòâëÿþùåé êîäèðîâàíèå ïðè çàäàííîì êðèòåðèè êà÷åñòâà.

 

{1,..., }m M∈  
nY∈y  {1,..., }m M∈  

nX∈x  

Кодер 
Канал 

(память) Декодер 

Ðèñ. 4.2: Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ ñ çàäàííûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé èñòî÷íèêà ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè äëè-
íû n. Êàæäûé èç áëîêîâ äîëæåí áûòü àïïðîêñèìèðîâàí, ïî âîçìîæíîñòè
ñ íàèìåíüøèì èñêàæåíèåì, íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ y ∈ Y n. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî àïïðîêñèìèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (êîäîâûå ñëî-
âà) âûáèðàþòñÿ èç äèñêðåòíîãî ïîäìíîæåñòâà B = {b1, ..., bM} ⊆ Y n,
êîòîðîå íàçûâàþò êîäîì èëè (â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå) êîäîâîé êíè-
ãîé. Îáúåì êíèãè � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñëî M = |B|. Îïåðàöèÿ êîäè-
ðîâàíèÿ � ýòî âûáîð íàèëó÷øåãî ñëîâà èç êîäà. Åå ìîæíî âûïîëíèòü,
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ïîî÷åðåäíî ïåðåáèðàÿ êîäîâûå ñëîâà è ïîäñ÷èòûâàÿ êàæäûé ðàç âåëè-
÷èíó îøèáêè àïïðîêñèìàöèè. Ïåðåäà÷å ïî êàíàëó èëè çàïèñè â ïàìÿòü
ïîäëåæèò íîìåð m òîãî ñëîâà, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò íàèìåíüøóþ îøèá-
êó.

Äåêîäåð õðàíèò òî÷íóþ êîïèþ êîäà B è ïî ïîëó÷åííîìó èíäåêñó m
âîñïðîèçâîäèò àïïðîêñèìèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y = bm.

Ïîñêîëüêó äëÿ ïåðåäà÷è èíäåêñà m äîñòàòî÷íî log M áèò (äëÿ ñî-
êðàùåíèÿ çàïèñè ìû ñ÷èòàåì M ñòåïåíüþ äâîéêè), ñêîðîñòüþ êîäà èñ-
òî÷íèêà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

R =
log M

n
áèò / ñîîáùåíèå èñòî÷íèêà.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì êîäå B è çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè èñòî÷-
íèêà ìîæíî óñðåäíåíèåì ïî âñåì x ∈ Xn ïîäñ÷èòàòü ñðåäíþþ îøèáêó

D = M[dn(x, y(x))],

ãäå ÷åðåç y(x) îáîçíà÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y, êîòîðóþ êîäåð âûáè-
ðàåò â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ x.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îïèñàííîé ñèñòåìû êî-
äèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâà ÷èñëà: ñêîðîñòü R è ñðåäíÿÿ îøèáêà D. Íàøà
çàäà÷à � çàêîäèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé ñ íàèìåíüøåé ñêî-
ðîñòüþ è ñ íàèìåíüøåé îøèáêîé.

Ïîíÿòíî, ÷òî óìåíüøåíèå îøèáêè ïîòðåáóåò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà êî-
äîâûõ ñëîâ. Åñëè æå ìû çàõîòèì óìåíüøèòü ñêîðîñòü êîäà, ïðèäåòñÿ
óìåíüøèòü ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ, ÷òî ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ ñðåäíåé
îøèáêè. Òàêèì îáðàçîì, äâà òðåáîâàíèÿ ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Ïðè-
äåòñÿ çàôèêñèðîâàòü îäèí èç ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, äîïóñòèìîå èñêà-
æåíèå D, è äîáèâàòüñÿ íàèìåíüøåé ñêîðîñòè ïðè çàäàííîì èñêàæåíèè.
Äëÿ íåêîòîðîãî àëãîðèòìà èëè êëàññà àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ êîäîâ è çà-
äàííûõ ïðîöåäóð êîäèðîâàíèÿ, èçìåíÿÿ òðåáîâàíèÿ ê îøèáêå D, ìîæíî
ïîëó÷èòü ôóíêöèþ R(D), íàçûâàåìóþ ôóíêöèåé ñêîðîñòü-èñêàæåíèå.

Áîëåå ôîðìàëüíî, ôóíêöèåé ñêîðîñòü-èñêàæåíèå R(D) äëÿ çàäàííîé
ìîäåëè èñòî÷íèêà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

R(D) = inf
n

min
B:D(B)≤D

Rn(B), (4.18)

ãäå íèæíÿÿ ðàíü áåðåòñÿ ïî äëèíàì êîäèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
à ìèíèìóì � ïî òàêèì êîäàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ íà äîïóñòèìóþ îøèáêó D.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ èñêàæåíèå-ñêîðîñòü D(R).



4.4. Ìåðû èñêàæåíèÿ 157

Î÷åâèäíî, îïðåäåëåíèå (4.18) íåâîçìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîäñ÷å-
òà ôóíêöèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå. Æåëàòåëüíî (êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ
êîäèðîâàíèÿ èñòî÷íèêîâ áåç ïîòåðü è äëÿ êàíàëîâ ñâÿçè) íàó÷èòüñÿ âû-
÷èñëÿòü R(D) ïî ìîäåëè êàíàëà áåç ïåðåáîðà ïî âñåâîçìîæíûì êîäàì
èñòî÷íèêà, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äëÿ êîäèðîâàíèÿ áåç ïîòåðü ìèíèìàëü-
íàÿ ñêîðîñòü êîäà îïðåäåëÿåòñÿ ýíòðîïèåé èñòî÷íèêà, à ìàêñèìàëüíàÿ
äîñòèæèìàÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî êàíàëó ñâÿçè ðàâíà åãî
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè.

Âåðíåìñÿ ê ñõåìå íà ðèñ. 4.2. Ìîäåëü èñòî÷íèêà çàäàíà è òåì ñàìûì
çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ èç Xn. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü èñòî÷íèê íåïðåðûâíûì è îïèñûâàòü ìî-
äåëü èñòî÷íèêà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f(x), x ∈ Xn.
Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè îá Xn, äîñòàâëÿåìîé ïî-
ëó÷àòåëþ äåêîäåðîì ìîæåò áûòü ïîäñ÷èòàíî êàê âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ
I(Xn; Y n). Ñîîòâåòñòâåííî, çàòðàòû â áèòàõ â ðàñ÷åòå íà îäíó áóêâó èñ-
òî÷íèêà ñîñòàâëÿþò I(Xn; Y n)/n áèò. Âñå ïðîìåæóòî÷íûå áëîêè îò âõî-
äà äî âûõîäà ñõåìû íà ðèñ. 4.2 ìîæíî îïèñàòü â âèäå óñëîâíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ϕn(y|x). Ìíîãîîáðàçèå òàêèõ ïëîòíîñòåé ïîëíîñòüþ
âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ìûñëèìûå ñõåìû êîäèðîâàíèÿ, íî íàñ èíòåðåñóþò
òîëüêî òàêèå ïëîòíîñòè, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèå ê äîïó-
ñòèìîé îøèáêå, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ êàê

D(ϕn) =

∫

Xn

∫

Y n

f(x)ϕn(y|x)dn(y, x)dxdy.

Òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñêîðîñòü-èñêàæåíèå íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

H(D) = inf
n

min
ϕn:D(ϕn)≤D

1

n
I(Xn; Y n). (4.19)

Ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñ ïðåäûäóùèìè ãëàâàìè, íå ñòàíåò íåîæèäàí-
íûì òî, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà ìîäåëåé èñòî÷íèêîâ ôóíêöèè R(D) (4.18)
è H(D) (4.19) ñîâïàäàþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çàäàííîì D ñêîðîñòè
ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ê H(D) (íî áîëüøèå H(D)) äîñòèæèìû, à ïðè
ñêîðîñòè ìåíüøåé H(D) ñðåäíÿÿ îøèáêà íåèçáåæíî áóäåò áîëüøå D.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ìû ñôîðìóëèðóåì, êàê âñåãäà â âèäå äâóõ òåîðåì
êîäèðîâàíèÿ � ïðÿìîé è îáðàòíîé. Íî ïðåæäå, ÷åì ìû ïðèñòóïèì ê ôîð-
ìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì êîäèðîâàíèÿ, ìû èçó÷èì ñâîéñòâà
ôóíêöèè H(D) è ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàæíûõ ìîäåëåé èñòî÷íèêîâ è
ìåð èñêàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ H(D) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ÿâíîé ôîð-
ìå êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.
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4.5 Ñâîéñòâà ôóíêöèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå
Ïðåæäå, ÷åì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4.19) áóäóò ïîëó÷åíû êàêèå-íèáóäü
ïîëåçíûå ðåçóëüòàòû, åå íóæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü. Â äàííîì ïàðà-
ãðàôå ìû èçó÷èì íåêîòîðûå ñâîéñòâà H(D), êîòîðûå ïîçâîëÿò ïîíÿòü
åå ïîâåäåíèå è ïîëó÷èòü ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòîé ôóíêöèè äëÿ øè-
ðîêîãî êëàññà ìîäåëåé.

Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åíü ïðîñòîå.
Ñâîéñòâî 4.5.1 H(D) ≥ 0

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñâîéñòâî 4.5.2 H(D) � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ óâåëè÷åíèåì D ðàñøèðÿåòñÿ îáëàñòü ïîèñêà ìèíè-
ìóìà â (4.19), ïðè ýòîì ðåçóëüòàò ïîèñêà ìèíèìóìà, î÷åâèäíî, íå óâåëè-
÷èâàåòñÿ. ¤

Ñâîéñòâî 4.5.3 Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà áåç ïàìÿòè

H(D) = min
ϕ:D(ϕ))≤D

I(X; Y ), (4.20)

ãäå ϕ = ϕ(y|x) � îäíîìåðíîå óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Y ïðè èçâåñòíîì
x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

I(Xn; Y n) = h(Xn)− h(Xn|Y n) =

(a)
=

n∑

i=1

h(Xi)−
n∑

i=1

h(Xi|X1...Xi−1Y1...Yn) ≥

(b)
≥

n∑
i=1

h(Xi)−
n∑

i=1

h(Xi|Yi) =

=
n∑

i=1

I(Xi; Yi), (4.21)

ãäå (a) èñïîëüçóåò íåçàâèñèìîñòü áóêâ èñòî÷íèêà, à (b) � íåóáûâàíèå
óñëîâíîé ýíòðîïèè ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óñëîâèé. Ðàâåíñòâî â (4.21) äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè

ϕn(y|x) =
n∏

i=1

ϕ(i)(yi|xi), (4.22)
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ãäå â îáîçíà÷åíèè ϕ(i) ó÷òåíî, ÷òî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ìîæåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, çàâèñåòü îò èíäåêñà i.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò çàâèñèìîñòü âçàèìíîé èíôîðìàöèè
I(Xn; Y n) îò óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ϕn, èçìåíèì íà âðå-
ìÿ îáîçíà÷åíèÿ: I(Xn; Y n) = I(ϕn). Òàê, (4.21) ïðèìåò âèä

1

n
I(ϕn) ≥ 1

n

n∑

i=1

I(ϕ(i)).

Â ñèëó âûïóêëîñòè ∪ ñðåäíåé âçàèìíîé èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî
óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

1

n
I(ϕn) ≥ I

(
1

n

n∑
i=1

ϕ(i)

)
= I(ϕ0), ãäå ϕ0 =

1

n

n∑
i=1

ϕ(i), (4.23)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, åñëè ϕ0 = ϕ(i), ïðè âñåõ i = 1, ..., n.
Èç (4.21) � (4.23) ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå I(Xn; Y n) äîñòè-

ãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ϕn ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðîèçâåäåíèå n îäèíàêîâûõ îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé, âû÷èñëåííûõ
êàê ñðåäíåå îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé, ïîëó÷åííûõ èç ϕn. ×òîáû çàâåð-
øèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî òàêîå ðàñïðåäåëå-
íèå óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ íà îøèáêó D, åñëè èñõîäíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå åìó óäîâëåòâîðÿëî.

Ïðîñòûå âûêëàäêè

D(ϕn) = M [dn(x, y)] =

= M

[
1

n

n∑
i=1

d(xi, yi)

]
=

=
1

n

n∑
i=1

M [d(xi, yi)] =

=
1

n

n∑
i=1

∫

X

∫

Y

f(x)ϕ(i)(y|x)d(x, y)dxdy =

=

∫

X

∫

Y

f(x)

(
1

n

n∑
i=1

ϕ(i)(y|x)

)
d(x, y)dxdy =

=

∫

X

∫

Y

f(x)ϕ0(y|x)d(x, y)dxdy =

= D(ϕ0)
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ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå

ϕn(y|x) =
n∏

i=1

ϕ0(yi|xi),

îøèáêà íå èçìåíèòñÿ. Ïðè ýòîì

1

n
I(Xn; Y n) = I(ϕ0) = I(X; Y ),

ãäå I(X; Y ) âû÷èñëåíî ïðè ϕ(x|y) = ϕ0(x|y). Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ
(4.19) ñëåäóåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. ¤

Ñâîéñòâî 4.5.4 H(D) âûïóêëàÿ ∪ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì
ñëó÷àé èñòî÷íèêà áåç ïàìÿòè, ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî H(D) âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå (4.20). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ D1, D2 è α ∈ [0, 1]

H(Dα) ≤ αH(D1) + (1− α)H(D2),

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå Dα = αD1 + (1 − α)D2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ϕ1 è ϕ2 òå óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî H(D1) è H(D2) è ïîëîæèì ϕα = αϕ1 +(1−α)ϕ2. Äîêàçûâàåìîå
óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé:

H(Dα)
(a)
≤ I(ϕα) =

= I(αϕ1 + (1− α)ϕ2) ≤
(b)
≤ αI(ϕ1) + (1− α)I(ϕ2) =

= αH(D1) + (1− α)H(D2).

Çäåñü (a) èìååò ìåñòî ïîòîìó, ÷òî íà ðàñïðåäåëåíèè ϕα íå îáÿçàòåëüíî
äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì âçàèìíîé èíôîðìàöèè I(X; Y ) ðàâíûé H(Dα); (b)
ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè ∪ ñðåäíåé âçàèìíîé èíôîðìàöèè. ¤

Ñâîéñòâî 4.5.5 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íèêà H(D) =
0 ïðè

D ≥ D0 = min
y

∫

X

f(x)d(y, x)dx (4.24)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y0 îáîçíà÷àåò òîò ýëåìåíò y, íà êîòîðîì äî-
ñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â (4.24). Â êà÷åñòâå óñëîâíîé ïëîòíîñòè ϕ(y|x) âû-
áåðåì ïëîòíîñòü, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñîïîñòàâëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
y0 = (y0, ..., y0) ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ Xn. Ïîñêîëüêó ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè x è y íåçàâèñèìû, I(Xn, Y n) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
H(D) = 0. Ñðåäíÿÿ îøèáêà ïðè ýòîì ðàâíà âåëè÷èíå D0, îïðåäåëåííîé
ôîðìóëîé (4.24). ¤

Èòàê, â äàííîì ïàðàãðàôå ìû óçíàëè, ÷òî H(D) � âûïóêëàÿ ∪ ìî-
íîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñòàíî-
âèòñÿ ðàâíîé íóëþ ïðè íåêîòîðîé îøèáêå. Êîíêðåòíûå ïðèìåðû ôóíê-
öèé ñêîðîñòü-èñêàæåíèå áóäóò ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèì ïàðàãðàôå íà
ðèñ. 4.4 è 4.5.

Äëÿ èñòî÷íèêîâ áåç ïàìÿòè ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó (4.20), êîòîðàÿ
î÷åíü ïîõîæà íà ôîðìóëó äëÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëà áåç ïà-
ìÿòè. Âìåñòî ìàêñèìóìà � ìèíèìóì è âìåñòî ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íà âõîäå � ïîèñê ñðåäè óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â äåéñòâè-
òåëüíîñòè, ïîèñê ôóíêöèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå ÷óòü ñëîæíåå, ïîñêîëüêó
ýêñòðåìóì � óñëîâíûé, è îòâåò � ôóíêöèÿ, à íå ÷èñëî.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ èñòî÷íèêîâ ñ ïàìÿòüþ ñâîéñòâî 4.5.5 äàåò íå ñàìóþ
òî÷íóþ îöåíêó òîé ìèíèìàëüíîé îøèáêè, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé âîçìîæíà
àïïðîêñèìàöèÿ èñòî÷íèêà ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ (áåç ïåðåäà÷è êàêîé-ëèáî
èíôîðìàöèè î ñîîáùåíèÿõ èñòî÷íèêà).

4.6 Ïðîñòûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
ñêîðîñòü-èñêàæåíèå

Âñå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïðèâîäèëèñü
äëÿ íåïðåðûâíîãî èñòî÷íèêà, íî â ðàâíîé ñòåïåíè ìîãëè áûòü çàïèñà-
íû äëÿ äèñêðåòíîãî àíñàìáëÿ è ñîîòâåòñòâåííî ïîäîáðàííîãî êðèòåðèÿ
êà÷åñòâà.

Ïðèìåð 4.6.1 Äâîè÷íûé èñòî÷íèê.

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà äâîè÷íîãî àíñàìáëÿ X = {0, 1} è âåðîÿòíîñòíîãî
êðèòåðèÿ êà÷åñòâà. Âåðîÿòíîñòè ñèìâîëîâ ïîëîæèì ðàâíûìè p(0) =
1 − p, p(1) = p. Èñòî÷íèê ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ Xn

íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ. Ýòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè àïïðîêñèìèðóþòñÿ äâîè÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
y ∈ {0, 1}n òàê, ÷òîáû ïðè çàäàííîé ñêîðîñòè àïïðîêñèìèðóþùåãî êîäà
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ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíþþ îøèáêó

D = M[dn(x, y)] =
1

n
M[dH(x, y)],

ãäå dH(x, y) � ðàññòîÿíèå Õýììèíãà (÷èñëî íåñîâïàäàþùèõ ïîçèöèé â x
è y).

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì 4.5.3 ôóíêöèþ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå ñëå-
äóåò èñêàòü ïî ôîðìóëå

H(D) = min
ϕ:D(ϕ))≤D

I(X; Y ),

ãäå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ϕ(y|x) çàäàþòñÿ âñåãî äâóìÿ ÷èñëàìè, íàïðè-
ìåð, ϕ(y = 0|x = 0) è ϕ(y = 0|x = 1). Õîòÿ ïîèñê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà
ïî ýòèì äâóì ïàðàìåòðàì íå êàæåòñÿ ñâåðõñëîæíîé çàäà÷åé, ìû íå ïîé-
äåì ïî ýòîìó ïðÿìîëèíåéíîìó ïóòè. Âìåñòî ýòîãî ìû ñíà÷àëà íàéäåì
íèæíþþ îöåíêó âçàèìíîé èíôîðìàöèè, à çàòåì ïîêàæåì, ÷òî ýòà îöåí-
êà äîñòèæèìà ïðè íåêîòîðîì ϕ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ⊕ äëÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ äâà è çà-
ìåòèì, ÷òî

x⊕ y =

{
0, x = y;
1, x 6= y.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àíñàìáëü X ⊕Y = {x⊕ y} � àíñàìáëü îøèáîê ïðè àï-
ïðîêñèìàöèè èñòî÷íèêà X ñèìâîëàìè èç Y . Ïðè ñðåäíåé îøèáêå ðàâíîé
D âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ I(X; Y ) ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I(X; Y ) = H(X)−H(X|Y ) =
(a)
= H(X)−H(X ⊕ Y |Y ) ≥
(b)
≥ H(X)−H(X ⊕ Y ) =

= η(p)− η(D). (4.25)

Çäåñü â (a) çàìåíà X íà X ⊕ Y ïðè óñëîâèè Y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äå-
òåðìèíèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå è ïîýòîìó íå ìåíÿåò ýíòðîïèè. Íåðà-
âåíñòâî (b) èìååò ìåñòî ïîòîìó, ÷òî óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ íå ìîæåò áûòü
áîëüøå áåçóñëîâíîé, è η(a) = −a log a − (1 − a) log(1 − a) � äâîè÷íàÿ
ýíòðîïèÿ.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â (4.25) ïîëó÷åíî ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíê-
öèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå, ïîäáåðåì ê çàäàííîìó àíñàìáëþ èñòî÷íèêà X
òàêîé àíñàìáëü Y , äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâà â (4.25) ìîæíî çàìåíèòü íà
òî÷íûå ðàâåíñòâà. Òàêàÿ ïàðà àíñàìáëåé ïîêàçàíà íà Ðèñ. 4.3.
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Ðèñ. 4.3: Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå X è Y äëÿ äâîè÷íîãî èñòî÷íèêà.

Ïîëîæèì âåðîÿòíîñòè àïïðîêñèìèðóþùèõ ñèìâîëîâ ðàâíûìè p(y =
0) = 1 − λ, p(y = 1) = λ. Âåðîÿòíîñòè ñèìâîëîâ x ∈ X èçâåñòíû:
p(x = 0) = 1 − p, p(x = 1) = p. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè âûáðàíû èñõîäÿ
èç òðåáîâàíèé ê îøèáêå: p(y = 0|x = 1) = p(y = 1|x = 0) = D. Ïîýòîìó
íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð λ íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ

(1− λ)(1−D) + λD = 1− p.

Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ
λ =

p−D

1− 2D
,

÷òî è ïîêàçàíî íà Ðèñ. 4.3.
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè D = min{p, 1 − p} ïðàâàÿ ÷àñòü (4.25) îá-

ðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòî ëåãêî îáúÿñíèòü. Ñðåäíþþ îøèáêó, ðàâíóþ ýòîé
âåëè÷èíå ìîæíî ïîëó÷èòü, âñåãäà èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðó-
þùåãî ñèìâîëà îäèí è òîò æå ñèìâîë 0 ëèáî 1, â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
âåðîÿòíîñòü êàêîãî èç íèõ áîëüøå.

Èòàê, àíñàìáëü, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà (4.25) íàé-
äåí è òåì ñàìûì íàéäåíà ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèÿ. Ïðè ýòîì ìû
òàê è íå óêàçàëè â ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ ϕ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìè-
íèìóì âçàèìíîé èíôîðìàöèè. Ïðè æåëàíèè ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ëåãêî
ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ðèñóíêîì 4.3.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé â ýòîì ïðèìåðå ðåçóëüòàò â âèäå òåîðå-
ìû.

Òåîðåìà 4.6 Ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå äâîè÷íîãî èñòî÷íè-
êà íåçàâèñèìûõ ñèìâîëîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöû ðàâíîé p ïðè
âåðîÿòíîñòíîé ìåðå èñêàæåíèÿ ðàâíà

H(D) =

{
η(p)− η(D), 0 ≤ D ≤ min{p, 1− p}
0, D > min{p, 1− p} (4.26)
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Òèïè÷íûé ãðàôèê H(D) äëÿ äâîè÷íîãî èñòî÷íèêà ïîêàçàí íà Ðèñ.
4.4.
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Ðèñ. 4.4: Ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå äëÿ äâîè÷íîãî èñòî÷íèêà.

Ïðèìåð 4.6.2 Ãàóññîâñêèé èñòî÷íèê

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûõ ãàóññîâñêèõ ñ.â. ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåð-
ñèåé σ2, ò.å. ñ ïëîòíîñòüþ

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

x2

2σ2 ,

è âû÷èñëèì ôóíêöèþ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå ïðè êâàäðàòè÷åñêîì êðèòå-
ðèè êà÷åñòâà. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íà÷íåì ñ âûâîäà íèæíåé
ãðàíèöû íà âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ, à ïîòîì óáåäèìñÿ, ÷òî ãðàíèöà äî-
ñòèæèìà. Èòàê, ïî àíàëîãèè ñ äâîè÷íûì èñòî÷íèêîì

I(X; Y ) = h(X)− h(X|Y ) =

= h(X)− h(X − Y |Y ) ≥
≥ h(X)− h(X − Y ) =

= log
√

2πeσ2 − log
√

2πeD

=
1

2
log

σ2

D
. (4.27)
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Çäåñü èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè ãàóññîâñêî-
ãî àíñàìáëÿ èç Òàáëèöû 4.1 è òî, ÷òî ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò
íàèáîëüøóþ ýíòðîïèþ ñðåäè âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ñ çàäàííîé äèñïåðñèåé
(ñì. ñâîéñòâî 4.1.7).

×òîáû äîêàçàòü äîñòèæèìîñòü ãðàíèöû (4.27), ââåäåì ñ.â. Z = X−Y
è áóäåì ñ÷èòàòü åå ãàóññîâñêîé ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
è äèñïåðñèåé D. Â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ Y âûáåðåì ãàóññîâñêîå ñ
íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé σ2

y = σ2−D. Ïîñêîëü-
êó ñóììà íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ñ.â. åñòü ãàóññîâñêàÿ ñ.â. ñ ñóììàðíîé
äèñïåðñèåé, äèñïåðñèÿ X = Y + Z ðàâíà σ2

y + D = σ2. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ïàðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y óäîâëåòâîðÿåò (4.27) ñ ðàâåíñòâîì.
(Ìû îïÿòü îáîøëèñü áåç óêàçàíèÿ â ÿâíîì âèäå óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ϕ(y|x), íî åãî ëåãêî íàéòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Áàéåñà).

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ èìåþò ñìûñë òîëüêî ïðè D ≤ σ2. Ïî-
ñêîëüêó çíà÷åíèå y = 0 àïïðîêñèìèðóåò çíà÷åíèÿ ñ.â. X ñî ñðåäíåé
îøèáêîé ðàâíîé σ2, òî ïðè D > σ2 ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå òîæäå-
ñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.7 Ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå èñòî÷íèêà íåçàâèñèìûõ
ãàóññîâñêèõ ñ.â. ñ äèñïåðñèåé σ2 ïðè êâàäðàòè÷åñêîì êðèòåðèè êà÷å-
ñòâà ðàâíà

H(D) =

{
1
2 log σ2

D , 0 ≤ D ≤ σ2

0, D > σ2 (4.28)

Ôîðìóëó (4.28) èíîãäà óäîáíåå çàïèñûâàòü â âèäå

H(D) = max

{
1

2
log

σ2

D
, 0

}
. (4.29)

Ãðàôèê ôóíêöèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå äëÿ ãàóññîâñêîãî èñòî÷íèêà ñ
åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé ïîêàçàí íà Ðèñ. 4.5.

Ïîïóòíî ñ äîêàçàòåëüñòâîì Òåîðåìû 4.7 íàìè óñòàíîâëåíà îöåíêà
ñíèçó ôóíêöèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷-
íèêà, ïîðîæäàþùåãî íåçàâèñèìûå ñîîáùåíèÿ (ñì. (4.27)). Ýòó îöåíêó
÷àñòî íàçûâàþò ãðàíèöåé Øåííîíà.

Ñëåäñòâèå 4.8 (Ãðàíèöà Øåííîíà). Ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå èñ-
òî÷íèêà íåçàâèñèìûõ ñ.â. ñ äèñïåðñèåé σ2 è äèôôåðåíöèàëüíîé ýí-
òðîïèåé h(X) ïðè êâàäðàòè÷åñêîì êðèòåðèè êà÷åñòâà óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

H(D) ≥ h(X)− log
√

2πeD. (4.30)
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Ðèñ. 4.5: Ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå äëÿ ãàóññîâñêîãî èñòî÷íèêà.

4.7 Ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå äëÿ ãàóñ-
ñîâñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïî ñóòè äåëà âû÷èñëÿëàñü ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-
èñêàæåíèå äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à òåïåðü ìû äîëæíû ñíà÷àëà ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àéíûå âåêòîðû, à çàòåì è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Çäåñü
óìåñòíî âñïîìíèòü ïàðàãðàô 4.2. Ïðè âû÷èñëåíèè äèôôåðåíöèàëüíîé
ýíòðîïèè ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî: à) ïðè
ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ãàóññîâñêîãî âåêòîðà èçìåíåíèå åãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè çàâèñèò îò îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâà-
íèÿ; á) èç ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ çàäàííîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé ñ
ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü âåêòîð ñ íåçàâè-
ñèìûìè êîìïîíåíòàìè; â) ãàóññîâñêèé âåêòîð èìååò íàèáîëüøóþ äèô-
ôåðåíöèàëüíóþ ýíòðîïèþ ñðåäè âåêòîðîâ ñ çàäàííîé êîððåëÿöèîííîé
ìàòðèöåé. Ýòè çíàíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàíû íèæå ïðè âû÷èñëåíèè ôóíê-
öèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî êâàäðàòè÷åñêàÿ ìåðà
êà÷åñòâà, è â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ïîäñ÷èòàåì ôóíêöèþ ñêîðîñòü-
èñêàæåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ (íî íå îáÿçàòåëüíî îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ) ãàóññîâñêèõ ñ.â. ñ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ

f(x) =
n∏

i=1

fi(xi),
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ãäå
fi(x) =

1√
2πσi

e
− x2

2σ2
i .

Íàì ïðåäñòîèò ìèíèìèçèðîâàòü âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ I(Xn; Y n) ïðè
óñëîâèè, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà íà îäèí ñèìâîë íå ïðåâûøà-
åò çàäàííîé âåëè÷èíû D. Â òî÷íîñòè êàê â (4.21), ïîëó÷àåì

I(Xn; Y n) = h(Xn)− h(Xn|Y n) =

=
n∑

i=1

h(Xi)−
n∑

i=1

h(Xi|X1...Xi−1Y1...Yn) ≥

≥
n∑

i=1

h(Xi)−
n∑

i=1

h(Xi|Yi) =

=
n∑

i=1

I(Xi; Yi). (4.31)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Di = M[(xi − yi)
2] äëÿ îøèáêè â i-é êîìïîíåíòå

âåêòîðà x. Èç (4.31) ñ ó÷åòîì (4.29) ñëåäóåò

I(Xn; Y n) ≥
n∑

i=1

H(Di) ≥

≥
n∑

i=1

max

{
1

2
log

σ2
i

Di
, 0

}
. (4.32)

Ïîíÿòíî, ÷òî íåðàâåíñòâà â (4.31) è (4.32) ìîæíî îáðàòèòü â ðàâåí-
ñòâà ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ(y|x).

Íóæíî òåïåðü îòûñêàòü ìèíèìóì ïðàâîé ÷àñòè (4.32) ïî âñåì íåîò-
ðèöàòåëüíûì D1, ..., Dn òàêèì, ÷òî

1

n

n∑
i=1

Di = D. (4.33)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ

Di ≤ σ2
i , i = 1, ..., n, (4.34)

íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå ìèíèìóìà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìè-
íèìóì äîñòèãíóò ïðè òàêîì íàáîðå D1, ..., Dn, ÷òî ïðè íåêîòîðîì i èìååì
Di > σ2

i è ïðè íåêîòîðîì j èìååò ìåñòî Dj < σ2
j (òàêîå j îáÿçàòåëüíî íàé-

äåòñÿ, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü (4.32) ïîëîæèòåëüíà). Î÷åâèäíî, çàìåíà Di íà
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D′
i = σ2

i è Dj íà D′
j = Dj +Di−σ2

i ñîõðàíÿåò îøèáêó (4.33) íåèçìåííîé,
óìåíüøàÿ ñëàãàåìîå ñ íîìåðîì j â ïðàâîé ÷àñòè (4.32). Ñëåäîâàòåëüíî,
âûáîð Di > σ2

i íåîïòèìàëåí.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.32) âûïóêëà ∪ êàê ôóíêöèÿ àð-

ãóìåíòîâ D1, ..., Dn, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âûïóêëûõ ∪ ôóíê-
öèé (ñì. ïàðàãðàô 1.3). Ïîýòîìó ëþáîå âûðàâíèâàíèå çíà÷åíèé D1, ..., Dn

(íå íàðóøàþùåå îãðàíè÷åíèé (4.34)) ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñóììû.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì ñóììû (4.32) áóäåò äîñòèãàòüñÿ â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà âñå Di, óäîâëåòâîðÿþùèå (4.34) ñî ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì, îäè-
íàêîâû. Ïðè ýòîì îíè äîëæíû áûòü ðàâíû íåêîòîðîìó θ òàêîìó, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü (4.33). Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëå-
äóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.9 Äëÿ ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòà-
ìè, èìåþùèìè äèñïåðñèè σ2

i , i = 1, ..., n, ïðè êâàäðàòè÷åñêîé ìåðå èñ-
êàæåíèÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

H(D) =
1

2n

n∑
i=1

max

{
log

σ2
i

θ
, 0

}
, (4.35)

ãäå θ âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òî

1

n

n∑

i=1

min
{
θ, σ2

i

}
= D. (4.36)

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ çàñëóæèâàþò äîïîëíèòåëüíîãî îáñóæäå-
íèÿ. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî êàê ñðåäíÿÿ îøèáêà äëÿ âåêòîðà, òàê è
ñðåäíÿÿ îøèáêà äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò áóäåò íå áîëüøå θ. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ïðè çàäàííûõ òðåáîâàíèÿõ ê ñðåäíåé îøèáêå D âñå êîìïîíåíòû,
äèñïåðñèÿ êîòîðûõ ìåíüøå D, èãíîðèðóþòñÿ, è ïðè êîäèðîâàíèè íóæíî
ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òîëüêî êîìïîíåíòû ñ áîëüøîé äèñïåðñèåé. Ýòî
ïðàâèëî ïîäñ÷åòà çàòðàò íà êîäèðîâàíèå ïîëó÷èë íàçâàíèå �îáðàòíîãî
ïðèíöèïà çàïîëíåíèÿ âîäîé�. Îáúÿñíåíèå òàêîãî íàçâàíèÿ áóäåò äàíî
íèæå ïîñëå òîãî, êàê ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò îáîáùåíû íà ãàóñ-
ñîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãàóññîâñêèé âåêòîð x = (x1, x2, ..., xn) ñ ïðîèç-
âîëüíîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé Kn. Íàïîìíèì (ñì. ïàðàãðàô 4.3),
÷òî ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó
èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ) èç x ìîæíî ïîëó÷èòü âåêòîð ñ íåçàâèñèìûìè
êîìïîíåíòàìè ñ äèñïåðñèÿìè, ðàâíûìè ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ìàòðèöû
Kn.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè àíñàìáëåé
ñðåäíÿÿ âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ íå èçìåíÿåòñÿ (ñì. ñâîéñòâî 4.1.11). Êðî-
ìå òîãî, îðòîíîðìèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðîâ ñîõðàíÿåò ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ àðãóìåíòîâ ëåãêî ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 4.10 Äëÿ n-ìåðíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ñ êîððåëÿöèîííîé
ìàòðèöåé Kn, ïðè êâàäðàòè÷åñêîé ìåðå èñêàæåíèÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-
èñêàæåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

H(D) =
1

2n

n∑
i=1

max

{
log

λi

θ
, 0

}
, (4.37)

ãäå λi, i = 1, ..., n � ñîáñòâåííûå ÷èñëà Kn, à θ âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òî

1

n

n∑
i=1

min {θ, λi} = D. (4.38)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íàèáîëåå âàæíîìó ñëó÷àþ, êîãäà íàáëþäàåìàÿ íà
âûõîäå èñòî÷íèêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, ... � ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâ-
ñêàÿ ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé K(τ). Íàïîìíèì, ÷òî â ïàðàãðàôå 4.3
áûëà ââåäåíà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè

S(ω) =
∞∑

n=−∞
K(n)e−inω, ω ∈ (−π, π]

è ñôîðìóëèðîâàíà Òåîðåìà 4.5, ñâÿçûâàþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíóþ ýíòðî-
ïèþ ïðîöåññà ñ åãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè.

Ïîâòîðèì, ÷òî åñëè ðàçáèòü îáëàñòü çíà÷åíèé ω íà äîñòàòî÷íî ìà-
ëûå èíòåðâàëû, òî èíòåãðàëû îò S(ω) ïî ýòèì èíòåðâàëàì õàðàêòåðèçó-
þò ýíåðãèþ ïðîöåññà â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðàëüíûõ äèàïàçîíàõ. Ïðè
ýòîì â ñèëó ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ ñèãíà-
ëîâ â ýòèõ äèàïàçîíàõ àñèìïòîòè÷åñêè (ñ óâåëè÷åíèåì n) íåêîððåëè-
ðîâàíû. Äëÿ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ íåêîððåëèðîâàííîñòü ýêâèâàëåíòíà
íåçàâèñèìîñòè. Ïîýòîìó ê ñèãíàëàì â ÷àñòîòíûõ ïîääèàïàçîíàõ ìîæíî
ïðèìåíèòü Òåîðåìó 4.9. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü ýâðèñòè÷åñêèì
îáîñíîâàíèåì ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.11 Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ñ îãðàíè÷åí-
íîé è èíòåãðèðóåìîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè S(ω), ïðè
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êâàäðàòè÷åñêîé ìåðå èñêàæåíèÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

R(D) =
1

4π

∫ π

−π

max

{
log

S(ω)

θ
, 0

}
dω. (4.39)

ãäå θ âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òî

1

2π

∫ π

−π

min {θ, S(ω)} dω = D. (4.40)

Ïîäðîáíåå î äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî ïðî÷èòàòü â [7],
[3].

( )S ω  

 

ω  π  π−  0 

θ  

Ðèñ. 4.6: Ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå äëÿ ãàóññîâñêîãî èñòî÷íèêà.

Èíòåðïðåòàöèÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (4.40) ïîêàçàíà íà Ðèñ. 4.6.
Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî íà ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü âîäû îïóñêàåòñÿ êðûøêà
íåïðàâèëüíîé ôîðìû. Áëàãîäàðþ ïðèíöèïó ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäîâ óðî-
âåíü âîäû ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííûì, â íàøåì ñëó÷àå ýòîò óðîâåíü
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà θ. Ýòó ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
íàçûâàþò �ïðèíöèïîì çàïîëíåíèÿ âîäîé�.

Ñîãëàñíî (4.39) ïðè âû÷èñëåíèè R(D) èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ
â òåõ èíòåðâàëàõ ÷àñòîò ω, ãäå ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðåâûøàåò óðî-
âåíü θ.
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4.8 Îáðàòíàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ äëÿ äèñ-
êðåòíîãî ïîñòîÿííîãî èñòî÷íèêà ïðè çà-
äàííîì êðèòåðèè êà÷åñòâà

Äî ñèõ ïîð â çàäà÷àõ êîäèðîâàíèÿ ñ èñêàæåíèÿìè ìû ðàññìàòðèâàëè â
êà÷åñòâå èñòî÷íèêà èíôîðìàöèè íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èëè
ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíå-
íèÿ ìåòîäîâ òåîðèè èíôîðìàöèè, ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó äèñ-
êðåòíûìè è íåïðåðûâíûìè èñòî÷íèêàìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ èñòî÷íèêîâ íå îïðåäåëåíà ñîáñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ îòäåëü-
íûõ ñîîáùåíèé èñòî÷íèêà è ïîýòîìó âìåñòî îáû÷íîé ýíòðîïèè äëÿ íèõ
âû÷èñëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãëàâû âñå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäÿòñÿ äëÿ ñàìîãî
ïðîñòîãî ñëó÷àÿ � äèñêðåòíûõ ïîñòîÿííûõ èñòî÷íèêîâ. Ìû ðàññìàòðè-
âàåì äèñêðåòíûå èñòî÷íèêè, ïîñêîëüêó çàïèñü äîêàçàòåëüñòâ äëÿ íèõ
ïðîùå, ÷åì äëÿ íåïðåðûâíûõ. Íà ñàìîì äåëå, â äîêàçàòåëüñòâå îáðàò-
íîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ äëÿ ïåðåõîäà ê íåïðåðûâíûì èñòî÷íèêàì äî-
ñòàòî÷íî áûëî áû ïîìåíÿòü, òàì, ãäå ýòî íàäî, îáû÷íóþ ýíòðîïèþ íà
äèôôåðåíöèàëüíóþ. Îáîáùåíèå æå ïðÿìîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ èëè
àëãîðèòìà ïîäñ÷åòà ôóíêöèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå íà íåïðåðûâíûå èñ-
òî÷íèêè ïîòðåáîâàëî áû çíà÷èòåëüíî áîëüøèõ óñèëèé.

Èòàê, èìååòñÿ ìíîæåñòâî Xn ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, íà âûõî-
äå èñòî÷íèêà áåç ïàìÿòè, âûáèðàåìûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì íà íåì
ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé p(x) = p(x1, ..., xn) =

∏n
i=1 p(xi). Êîäîâàÿ

êíèãà èëè êîä ñî ñêîðîñòüþ R äëÿ ýòîãî èñòî÷íèêà îïðåäåëåí êàê ìíî-
æåñòâî èç M = 2Rn ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíî-
æåñòâà Y n. Ïðè ïîñòðîåíèè êîäà ìû ñòðåìèìñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âåëè-
÷èíó ñðåäíèõ èñêàæåíèé D = M[dn(x, y)], ãäå ìåðà èñêàæåíèÿ dn(x, y)
óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì, ñôîðìóëèðîâàííûì â íà÷àëå ãëàâû, ò.å.
íåîòðèöàòåëüíà è dn(x, y) = 1

n

∑n
i=1 d(xi, yi).

Ïðèâåäåííàÿ íèæå îáðàòíàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî
äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîãî óðîâíÿ ñðåäíèõ èñêàæåíèé íå âûøå D ñêî-
ðîñòü R êîäà èñòî÷íèêà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ñêîðîñòü-èñêàæåíèå H(D).

Òåîðåìà 4.12 Ïóñòü çàäàíû äèñêðåòíûé àëôàâèò ïîñòîÿííîãî èñ-
òî÷íèêà X = {x}, àïïðîêñèìèðóþùèé àëôàâèò X = {x} è ìåðà èñ-
êàæåíèÿ {d(x, y), x ∈ X, y ∈ Y }. Äëÿ ëþáîãî êîäà ñî ñêîðîñòüþ R è
ñðåäíåé îøèáêîé D èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî R ≥ H(D)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ïðåîáðàçîâàíèé äîêàçûâàåò òåî-
ðåìó

nR
(a)
≥ H(Y n) ≥
(b)
≥ H(Y n)−H(Y n|Xn) =
(c)
= I(Xn; Y n) =
(d)
= H(Xn)−H(Xn|Y n) =

(e)
=

(
n∑

i=1

H(Xi)

)
−H(Xn|Y n) ≥

(f)
≥

n∑
i=1

(H(Xi)−H(Xi|Yi)) ≥

(g)
≥

n∑
i=1

I(Xi; Yi) ≥

(h)
≥

n∑

i=1

H(Di)) ≥

(i)
≥ nH

(
1

n

n∑
i=1

Di

)
=

(j)
= H(D).

Ïåðåõîä (a) ñïðàâåäëèâ, ïîñêîëüêó ýíòðîïèÿ êîäîâîé êíèãè íå ïðåâû-
øàåò ëîãàðèôìà ÷èñëà êîäîâûõ ñëîâ, (b) èìååò ìåñòî, ïîñêîëüêó âû÷è-
òàåìîå íåîòðèöàòåëüíî. Äàëåå, (c) è (d) � õîðîøî èçâåñòíûå ñâîéñòâà
âçàèìíîé èíôîðìàöèè, ðàâåíñòâî (e) èñïîëüçóåò îòñóòñòâèå çàâèñèìî-
ñòè áóêâ èñòî÷íèêà. Â (f) ìû íåðàâåíñòâî, îïóñòèâ íåêîòîðûå óñëîâèÿ
â âû÷èòàåìîì, îò÷åãî âû÷èòàåìîå ìîãëî òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ. Â (g) è
(h) èñïîëüçîâàíû îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîé èíôîðìàöèè è çàòåì ôóíêöèè
ñêîðîñòü-èñêàæåíèå êàê ìèíèìóìà âçàèìíîé èíôîðìàöèè ïðè îãðàíè-
÷åííîé îøèáêå, ïðè÷åì ÷åðåç Di îáîçíà÷åíî ñðåäíÿÿ îøèáêà àïïðîê-
ñèìàöèè Xi çíà÷åíèÿìè èç Yi. Íåðàâåíñòâî (i) îñíîâàíî íà âûïóêëîñòè
ôóíêöèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå, ðàâåíñòâî (j) � íà îïðåäåëåíèè ñðåäíåé
ìåðû èñêàæåíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n. ¤
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4.9 Ïðÿìàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ ñ çàäàí-
íûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà

Ïðÿìàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå êîäîâ èñòî÷-
íèêà, äëÿ êîòîðûõ ñêîðîñòü R ïðè çàäàííîì äîïóñòèìîì ñðåäíåì èñêà-
æåíèè D ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê ñîîòâåòñòâóþùåìó
çíà÷åíèþ ôóíêöèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå H(D). Îäèí èç ñïîñîáîâ äîêàçà-
òåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîãëî áûòü óêàçàíèå êîíêðåòíîãî ñïîñîáà
êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ñëó÷àå êîäèðîâà-
íèÿ áåç ïîòåðü. Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ìû íàçâàëè áû êîíñòðóêòèâíûì.
Ê ñîæàëåíèþ òàêîå êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è âîçìîæíî òîëüêî
äëÿ íåêîòîðûõ âûðîæäåííûõ ñèòóàöèé (íàïðèìåð, ïðè D = 0). ×òîáû
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå õîðîøèõ êîäîâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èñòî÷íèêîâ
áåç ïàìÿòè, ïðèäåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå çíàêîìîé íàì òåõíèêîé ñëó-
÷àéíîãî êîäèðîâàíèÿ.

Èòàê, ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñðåäíåå èñêàæåíèå
îöåíèâàåòñÿ äëÿ êîäà, ñëîâà êîòîðîãî ïîëó÷åíû ñëó÷àéíûì íåçàâèñèìûì
âûáîðîì êîäîâûõ ñëîâ. Ïðè ïîäñ÷åòå îøèáêè êîäèðîâàíèÿ óñðåäíåíèå
âûïîëíÿåòñÿ êàê ïî ìíîæåñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èñòî÷íèêà, òàê è ïî
ìíîæåñòâó êîäîâ. Åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå èñêàæåíèé îêàæåòñÿ ðàâíûì D,
òî ìû ñìîæåì óòâåðæäàòü ÷òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí êîä, äëÿ êîòîðîãî
ñðåäíåå èñêàæåíèå íå áîëüøå D.

Òåîðåìà 4.13 Äëÿ äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî èñòî÷íèêà X =
{x, p(x)}, àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà Y = {y} è çàäàííîé
îãðàíè÷åííîé ìåðû èñêàæåíèé d(x, y), äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε,
δ íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî n0, òàêîå, ÷òî ïðè n ≥ n0
ïðè ëþáîì çàäàííîì D íàéäåòñÿ êîä ñî ñêîðîñòüþ R ≤ H(D) + δ, è
ñðåäíåì èñêàæåíèè íå áîëüøå D + ε, ãäå

H(D) = min
{p(y|x)}:M[d(x,y)]≤D

I(X; Y ) −

ôóíêöèÿ ñêîðîñòü-èñêàæåíèå äèñêðåòíîãî ïîñòîÿííîãî èñòî÷íèêà.

Èíûìè ñëîâàìè, ïðè ëþáîì D è ëþáîé ñêîðîñòè êîäà áîëüøåé ôóíê-
öèè ñêîðîñòü-èñêàæåíèå H(D) âîçìîæíî êîäèðîâàíèå ñî ñðåäíèìè èñêà-
æåíèÿìè ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè ê D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî, àíàëîãè÷íî òåîðåìå êîäèðîâàíèÿ
äëÿ êàíàëà ñ øóìîì, ðàçáèâàåòñÿ íà òðè øàãà: ïîñòðîåíèå àíñàìáëÿ ñëó-
÷àéíûõ êîäîâ, âûáîð ïðîöåäóðû êîäèðîâàíèÿ, îöåíêà âåëè÷èíû ñðåäíèõ
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(ïî àíñàìáëþ êîäîâ è ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì èñòî÷íèêà) èñêàæåíèé.
Ïîëíîñòüþ äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [12].

Ñëîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê ê ðåàëüíûì çàäà÷àì
ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ìû óìååì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ H(D) äëÿ âåñüìà îãðà-
íè÷åííîãî íàáîðà ìîäåëåé, è ýòè ìîäåëè ñâÿçàíû â îñíîâíîì ñî ñòàöèî-
íàðíûìè ãàóññîâñêèìè èñòî÷íèêàìè.

Ñóùåñòâåííûì ïîäñïîðüåì â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè òåîðèè êîäè-
ðîâàíèÿ äëÿ èñòî÷íèêîâ ñ çàäàííîé ìåðîé òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííûé
àëãîðèòì Áëýéõóòà, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü ôóíêöèþ H(D) ïî äèñêðåò-
íîé ìîäåëè èëè ïî åå îöåíêå, ïîëó÷åííîé ïî ðåàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè äàííûõ íà âûõîäå èñòî÷íèêà. Îïèñàíèå àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â
[12].
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