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3.2. MathCAD
MathCAD типичный представитель ППММ общего назначения. Его устройство и функционал хорошо описывается рекламным тезисом самой фирмы-производителя MathCAD: «в MathCAD все формулы выглядят так же, как в справочнике по математике». По сути, MathCAD, как и любая ППММ общего назначения, — большой математический справочник по спецфункциям и численным методам. Одной из характерных особенностей MathCAD-а было отсутствие в нем средств «классического программирования», вплоть до самых последних версий. В современных версиях MathCAD включена возможность написания программ в форме классического процедурного подхода.

3.2.1. Общие принципы MathCAD
MathCAD – типичная программа Windows. Т.e. при запуске MathCAD открывается окно, см. рис. 3.1. Содержимое окна можно разделить на две части: а) заголовок окна; б) рабочая область
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а) заголовок окна; б) рабочая область окна.
Рис. 3.1. Окно MathCAD
Заголовок окна содержит строку меню и панели инструментов. Панели инструментов могут быть убраны (отключены) из заголовка. Меню и панели позволяют управлять программой.
Рабочая область (Worksheet) предназначена для ввода данных, вычислений и отображения результатов вычислений.

Могут быть открыто несколько Worksheet-ов. Вычисления в каждом из Worksheet-ов независимы от других открытых Worksheet.

Для ознакомления с возможностями MathCAD в комплект программы входит библиотека примеров выполнения различных вычислений и отображения результатов этих вычислений – QuickSheets, см. рис. 3.2
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Рис. 3.2. Библиотека примеров QuickSheets
Библиотека QuickSheets — набор демонстрационных Worksheet-ов, сгруппированных по темам, где демонстрируется техника выполнения тех или иных операций MathCAD. Примеры можно копировать на собственный Worksheet и использовать или дорабатывать. Изменения на листах самой QuickSheets не сохраняются.

На рабочей области располагаются объекты MathCAD, см. рис. 3.3 Каждый объект занимает прямоугольную область. Границы области объекта хорошо видны, если ткнуть в объект мышкой.
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Рис. 3.3. Объекты на Worksheet
Объекты могут располагаться в произвольных местах Worksheet и даже могут прерываться. Вычисление объектов происходит СВЕРХУ(ВНИЗ и СЛЕВА(НАПРАВО. Позиция объекта определяется по левому верхнему углу его прямоугольной области. Объект, левый верхний угол которого выше вычисляется раньше, если вертикальная позиция левого верхнего угла двух объектов совпадает, то первым вычисляется тот, что левее.
Все объекты делятся на два типа:

1) вычисляемые, т.е. те для которых MathCAD производит некие действия;
2) комментарии, т.е. просто надписи в рабочей области для разъяснений проводимых вычислений.
Вычисления MathCAD может производить в двух режимах:

1) автоматически;

2) по требованию.
В первом режиме любое изменение вычисляемого объекта на листе приводит к перерасчету всех зависимых от него объектов. Во втором режиме для расчета после изменений необходимо дать команду (нажать F9 или выбрать команду в меню, см. рис.3.4)
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Рис. 3.4. Контроль вычислений автоматически/вручную
Меню Math (см. рис.3.4) контролирует тип вычислений (Automatic Calculation), применение символьной оптимизации при вычислении (Optimization), параметры численных вычислений (Options…) и позволяет запускать вычисления вручную (Calculate и Calculate Worksheet).

Ручной режим пересчета рекомендуется для сложных вычислений, занимающих много времени. В этом случае редактирование вычислений не вызывает пересчета при каждом изменении.
Вычисление может быть в любой момент остановлено нажатием клавиши Esc на клавиатуре.
При возникновении ошибки вычислений MathCAD подсвечивает объект, где возникла ошибка красным цветом, а при указании объекта мышкой — показывает сообщение об ошибке, см. 3.5.
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Рис. 3.5. Отображение ошибки вычислений
3.2.2. Типы данных MathCAD
MathCAD предлагает всего ТРИ типа данных:
1) скалярное число (в общем случае — действительное комплекснозначное);

2) строка символов;
3) матрица (массив размерности один или два, массивы размерности больше двух не поддерживаются).

Матрица MathCAD может содержать в качестве элемента любой из трех типов данных. В том числе и матрицу. Элементы разных типов могут быть включены в одну матрицу.

Над матрицами из НЕЧИСЛОВЫХ элементов невозможно производить матричные вычисления.
3.2.3. Переменные в MathCAD
Переменные в MathCAD объявляются по факту присвоения значения, см. рис.3.6. Тип переменной определяется типом присвоенного выражения. Тип переменной может быть изменен в последующем присвоении. Переменная (значение) доступна по имени всюду ПОСЛЕ ее объявления (присвоения).

Имя переменной — любая последовательность букв и цифр, начинающаяся с буквы. MathCAD позволяет вводить внутри имени переменной точку. В этом случае часть имени после точки отображается как нижний индекс, а сама точка НЕ ВИДНА (рис.3.7).
MathCAD различает прописные и строчные буквы.

Кроме того для переменных в MathCAD предусмотрено стилевое оформление (размер, жирность, цвет и т.д.). По умолчанию MathCAD использует стиль Variables для любой вновь вводимой переменной, см. рис.3.6. Стиль Constants используется для констант-чисел. 
Одна и та же переменная X, помеченная разными стилями, — это разные переменные для MathCAD. Таким образом можно иметь на листе 9 (девять) одноименных переменных (см. рис.3.6 б)
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а) имена стилей по-умолчанию; б) переименованные стили
Рис. 3.6. Стили переменных
Во избежания путаницы следует оформлять стили, при использовании, так чтобы они различались внешне. Иначе неизбежна путаница и недоразумения.
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Рис. 3.7. Имя переменной «с точкой»
3.2.4. Ввод и присвоение константных значений различных типов

Присвоение значения переменной производится оператором присваивания. Для ввода оператора нажмите «:» на клавиатуре, будет отображено «:=». Слева напишите имя переменной, справа — значение.
Скалярные значения вводятся с клавиатуры. Любая последовательность, начинающаяся с цифры воспринимается MathCAD как скалярное число. Десятичным разделителем является точка. Любой скаляр может быть введен как комплексное число, в форме: действительная_константа + мнимая_константа. Для ввода мнимых чисел сразу после ввода числа, вводится символ «i», см. рис. 3.8.
Строки вводятся после нажатия «"» — символа двойных кавычек — на клавиатуре. После чего MathCAD отображает пару двойных кавычек, рис.3.9. Между этими кавычками можно ввести любую строку символов. Длина строки не ограничена.
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Рис. 3.8. Ввод скалярного числа
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Рис. 3.9. Ввод строки
Ввод матриц осуществляется либо таблично (см. рис. 3.10), либо поэлементно (см. рис. 3.11). Размер табличного ввода ограничен таблицей ~30x30. Размеры поэлементного ввода ничем (кроме доступного ОЗУ) не ограничен.
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Рис. 3.10. Табличный ввод матрицы
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Рис. 3.11. Поэлементный ввод матрицы
3.2.5. Отображение значений переменных MathCAD
Значения переменных и/или результатов вычислений отображаются в MathCAD так: нажимается на клавиатуре «=», слева от «=» вводится имя переменной или вычисляемое выражение, справа будет отображено значение переменной или результат вычисления, см. рис.
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Рис. 3.12. Отображение содержимого переменной
3.2.6. Вычисления в MathCAD
Рабочую область (Worksheet) MathCAD можно рассматривать как текст программы. При вычислении Worksheet MathCAD вычисляет объекты сверху-вниз-слево-направо.

На листе можно расположить в нужной последовательности любые присвоения констант, вычисление выражений и отображение результатов (см. рис. 3.13). Вычисляемые объекты рекомендуется перемежать с комментариями, чтобы самому не забыть: «что именно тут вычисляется?»
MathCAD предоставляет большой массив математических операций, операции над матрицами, огромный список специальных функций, графики и т.д. и т.п. Кроме того есть решатель систем уравнений и символический процессор.

Вычисления на Worksheet MathCAD обладают только одним недостатком: нет поддержки циклов и ветвлений.
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Рис. 3.13. Вычисления на листе
Для удобства вычислений, MathCAD позволяет объявлять пользовательские функции, которые являются той или иной комбинацией встроенных функций MathCAD и математических операций, см. рис. 3.14.
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Рис. 3.14. Пользовательская функция
Большинство математических алгоритмов реализовано в MathCAD как функции. Доступ к полному набору встроенных функций через диалог, см. рис. 3.15. Исключение составляет блок-решатель нелинейных уравнений, см. рис. 3.16.
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Рис. 3.15. Встроенные функции MathCAD
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Рис. 3.16. Решатель нелинейных уравнений
3.2.7. Символические вычисления и символическая оптимизация в MathCAD
Особенностью современных ППММ является наличие в них подсистем символьных вычислений. Символьный вычислитель оперирует не численными значениями, а абстрактными переменными. Подобно человеку он способен вычислить sin(x)2 + cos(x)2 без указания конкретного значения x.
Мы не будем рассматривать эту сторону MathCAD, однако следует помнить, что символические вычисления могут облегчить построение моделей, например, с их помощью можно упростить сложные выражения, или решить уравнение в явном виде. Уровень «решаемости» типичных символьных вычислителей — на уровне хорошего математического справочника.

Доступ к символическим вычислениям, см. рис. 3.17.
MathCAD автоматически применяет символическую оптимизацию к расчетам на листе (пытается упростить выражения перед вычислением), если соответствующая опция включена, см. рис. 3.4
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Рис. 3.17. Вычисления на листе
3.2.8. Графики в MathCAD
MathCAD предоставляет средства графического отображения результатов вычислений. Все графики доступны через панель или меню, см. рис. 3.18.
Изучение способов построения графиков мы оставим на практические занятия.
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Рис. 3.18. Графики MathCAD
3.2.9. Программирование в MathCad
Реализовать тот или иной алгоритм вычисления в Mathcad можно двумя способами:

1) вставляя соответствующие операторы или функции в Worksheet Mathcad — программирование на листе;
2) используя программы-функции — классическое программирование.
Основными недостатком первого метода является: отсутствие циклов и операторов ветвления программ; невозможность процедурного программирования и трудности с повторным использованием кода.

Основной недостаток второго подхода: некоторые конструкции и встроенные процедуры Mathcad недоступны в программе-функции. Например, решатель систем уравнений или символьные вычисления.
Создание программы-функции подобно классическому программированию на языках Pascal или C. Программа-функция позволяет решать задачи, которые невозможно решить используя только операторы и функции Mathcad. Именно второй способ написания программ мы и будем именовать далее программированием в MathCAD.
Доступ к программированию, см. рис. 3.19
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Рис. 3.19. Поддержка программирования в MathCAD
3.2.10. Создание программы в MathCad
Программирование включает два этапа:

1) написание программы;

2) вызов программы.

В MathCAD используется процедурный подход. Объектно-ориентированное программирование отсутствует. 

Перед использованием программы нужно ее написать. Декларация программы размещается на листе (Worksheet) и включает заголовок программы (имя со списком формальных параметров) и тело программы. Можно писать программы без заголовка, но это неправильно и не рекомендуется.
Программа в MathCAD суть ФУНКЦИЯ. Т.е. она принимает некоторый набор аргументов и возвращает ЕДИНСТВЕННОЕ значение — результат вычисления программы. Программы-процедуры, которые возвращают результаты вычислений через аргументы-переменные в MathCAD невозможны.

Имя программы подчиняется тем же требованиям, что и имя переменной. Имя программы и переменной не может совпадать. Если такое происходит, то используется последнее из объявленных имен.
Количество формальных параметров программы ограничено 10 (десятью). Однако это, как и возврат единственного значения не должно смущать. Следует помнить о МАТРИЦЕ и возможности поместить в матрицу все, что угодно.

Вызов программы-функции аналогичен вызову любой функции MathCAD и возможен всюду ПОСЛЕ определения функции, см. рис. 3.20.
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Рис. 3.20. Определение программы и вызов программы
Внутри программы доступны НА ЧТЕНИЕ все переменные, определенные до этой программы. Это, своего рода, аналог глобальных переменных. Изменение глобальных переменных невозможно. Использование глобальных переменных очень плохой тон в программировании. 

Никогда не используйте глобальные переменные в своих программах.
Тело программы-функции может содержать любое число строк, см. рис. 3.20. Строки вычисляются по-порядку сверху-вниз, если иное не предусмотрено операторами ветвления или операторами циклов. Операторы программы перечислены на панели Programming. Их количество крайне невелико, а смысл очевиден. Операторы программы должны вводится только с панели Programming, набор их руками с клавиатуры бесполезен.
Кроме операторов в коде программы могут использоваться любые математические операторы и встроенные/пользовательские функции.

Внутри программы могут быть определены локальные переменные. Переменная объявляется по факту присвоения ей значения. Тип переменной определяется типом присвоенного значения. 

Если имя локальной переменной совпадает с глобальной переменной или функцией, то использование глобальной переменной или функции невозможно.

Для присвоения внутри программы используется специальный оператор локального присвоения, см. рис. 3.21
Функция возвращает значение вычисленное на последней строке функции или в операторе «return», см. рис. 3.21.
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Рис. 3.21. Возврат значений из программы

Пример правильного оформления программы и пример результата работы этой программы приведены на рис. 3.22.
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Рис. 3.22. Пример программы

3.2.11. Модульное программирование в MathCAD
Одна из важных проблем программирования — повторное использование кода. Эта проблема решается в MathCAD двумя способами.

Первое, любой Worksheet MathCAD может использоваться как библиотека функций для другого Worksheet. Для этого используется ссылка «Reference», см. рис. 3.23. В этом случае на Worksheet становятся доступными все определения и переменные из Worksheet, указанного в ссылке. Таким образом можно реализовывать и многократно использовать библиотеки функций и программ.
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Рис. 3.23. Ссылка на библиотеку (Reference)
Второй вариант — «Area» или область Worksheet. Внутри Worksheet можно вставить специальную область, см. рис. 3.24. Это часть листа, которую можно «схлопывать», т.е. в свернутом состоянии она выглядит как на рис. 3.24 слева. Если же ее развернуть — то будет показано содержание области, которое может быть любого размера. В такие области можно скрывать второстепенные вычисления, чтобы не загромождать основной смысл расчетов.
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Рис. 3.24. Область (Area)

3.3. Применение MathCAD для построения моделей
Лучше один раз увидеть, чем сто раз услышать. Разберем использование MathCAD на примере построения несложной модели. Естественно, мы предполагаем, что нам известна вся теория, которую надо знать для построения модели.
В качестве примера для построения модели возьмем задачу оптимизации расписания. Для этой задачи известно решение, но нас это не должно смущать, ибо наша цель — попрактиковаться в построении математической модели средствами MathCAD. 
Итак, задача! 

3.3.1. Постановка «Задачи о назначениях»

Рейс Мехико — Акапулько обслуживают роскошные автобусы компании «Золотой Пеликан», а также автобусы конкурирующих компаний. Обслуживающая автобус бригада состоит из шофера и кондукторши. Вот расписание движения по маршруту Мехико — Акапулько и Акапулько — Мехико:
	Мехико – Акапулько

	Отправление из Мехико
	Номер рейса
	Прибытие в Акапулько

	06:00
	a
	12:00
	Время в пути 6 часов

	07:30
	b
	13:30
	

	11:30
	c
	17:30
	

	19:00
	d
	01:00
	

	00:30
	e
	06:30
	

	Акапулько – Мехико 


	Прибытие в Мехико
	Номер рейса
	Отправление из Акапулько

	11:30
	1
	05:30
	Время в пути 6 часов

	15:00
	2
	09:00
	

	21:00
	3
	15:00
	

	00:30
	4
	18:30
	

	06:00
	5
	00:00
	


Среди многочисленных проблем, которые встают перед «Золотым Пеликаном», довольно важной оказывается проблема местожительства бригад автобусов. При решении ее нужно минимизировать, учитывая требования расписания, общее время пребывания бригады вне дома. При этом исходят из совершенно очевидных финансовых соображений, так как оплата бригад не зависит от того, находятся ли они в пути или ожидают своего возвращения домой, в Мехико или в Акапулько. Кроме того, принимаются во внимание соображения социального порядка — не разлучать надолго главу семьи с остальными ее членами (правда, один из шоферов предлагал считать оптимумом как раз противоположное). С другой стороны, существуют физиологические пределы работы: ни одна бригада не должна пускаться в путь, не отдохнув в течение хотя бы четырех часов. Вместе с тем бригада не должна ждать рейса более чем 24 часа.

В этих условиях задача может быть сформулирована следующим образом. Где должны жить бригады и какие рейсы они должны обслуживать, чтобы суммарное время, которое все бригады теряют на ожидание обратного рейса, было бы минимальным при том ограничении, что время ожидания каждой бригады должно быть больше 4 часов и меньше 24 часов?

3.3.2. Алгоритм решения «Задачи о назначениях»

Предположим, например, что бригада живет в Мехико и обслуживает рейс c в направлении на Акапулько и рейс 2 в противоположном направлении. Эта бригада должна ждать в Акапулько 15,5 часа (от 17.30 до 09.00). Составим путем аналогичных расчетов две таблицы потерянного времени, считая в первом случае, что все бригады проживают в Мехико, а во втором,— что все они живут в Акапулько.

Таблица 6.1

Все бригады живут в Мехико

	
	1
	2
	3
	4
	5

	a
	17,5
	21
	3
	6,5
	12

	b
	16
	19,5
	1,5
	5
	10,5

	c
	12
	15,5
	21,5
	1
	6,5

	d
	4,5
	8
	14
	17,5
	23

	e
	23
	2,5
	8,5
	12
	17,5


Таблица 6.2 

Все бригады живут в Акапулько

	
	1
	2
	3
	4
	5

	a
	18,5
	15
	9
	5,5
	0

	b
	20
	16,5
	10,5
	7
	1,5

	c
	0
	20,5
	14,5
	11
	5,5

	d
	7,5
	4
	22
	18,5
	13

	e
	13
	9,5
	3,5
	0
	18,5


Составим теперь на основе этих двух таблиц третью, каждый элемент которой будет являться меньшим из чисел, занимающих соответственные клетки в двух исходных таблицах. При этом мы не будем, однако, принимать во внимание числа, не превосходящие четырех (учитывая потребности бригады в отдыхе). Например, если нам представится выбор между числами а1 (место жительства в Мехико) и 1а (место жительства в Акапулько), то выбрать следует а1, дающее нам ожидание в 17,5 часа вместо 18,5 часа. Напротив, из b3 (Мехико) и 3b (Акапулько) мы выбираем 3b, хотя этому варианту и не соответствует меньшее время, ибо вариант b3 оставляет на отдых меньше 4 часов и потому неприемлем (или же свыше 24 часов, что мы предусмотрительно вовсе не учитываем в наших таблицах).

Таблица 6.3

Минимальные времена ожидания

	
	1
	2
	3
	4
	5

	a
	17,5
	15
	9
	5,5
	12

	b
	16
	16,5
	10,5
	5
	10,5

	c
	12
	15,5
	14,5
	11
	5,5

	d
	4,5
	8
	14
	17,5
	13

	e
	13
	9,5
	8,5
	12
	17,5


Назовем назначением факт приписывания бригады одному из рейсов (скажем, al, 2a, а3 и т. д.). Очевидно, каждая бригада может быть назначена лишь на один прямой и на один обратный рейс. Таким образом, любое возможное решение задачи о назначениях может быть представлено таблицей, в клетках которой стоят числа 0 или 1, причем в каждой строке и в каждом столбце имеется ровно одна единица (символизирующая выбранное назначение).

Таблица 6.4

Пример возможного решения

	
	1
	2
	3
	4
	5

	a
	0
	1
	0
	0
	0

	b
	1
	0
	0
	0
	0

	c
	0
	0
	0
	0
	1

	d
	0
	0
	1
	0
	0

	e
	0
	0
	0
	1
	0


Например, решение, описываемое таблицей 6.4, соответствует рейсам 2а, b1, 5c, d3, e4, как это легко установить по предыдущим таблицам; при таком варианте трем бригадам следует жить в Мехико, а двум — в Акапулько. Суммарные потери времени будут составлять:

15 + 16 + 5,5 + 14 + 12 = 62,5 часа.

Для таблицы с пятью строками и пятью столбцами всего может быть

1(2(3(4(5 = 120

решений. Читатель может систематически их все перебрать — приятное развлечение в дождливое воскресенье, когда вы вынуждены ограничиться лишь мечтами об Акапулько. И среди этих 120 решений вы можете выбрать наилучшее.

При шести строках и шести столбцах мы имели бы для перечисления и сравнительной оценки уже

1(2(3(4(5(6 = 720

допустимых решений.

Если таблица имеет 20 строк и 20 столбцов, то число всех решений достигнет 2,4329(1023. Считая по минуте на составление каждого решения (с карандашом в руке это действительно можно проделывать достаточно быстро), мы получаем 4,63 миллиарда миллионов веков, необходимых для доведения дела до конца. Такие задачи, когда речь идет более чем о шести назначениях, не могут быть решены перечислением всех решений (за исключением отдельных, весьма частных случаев); чтобы благополучно закончить работу, следует применить некоторый метод расчета, некоторый алгоритм.

Причудливый и удручающий комбинаторный характер этих задач был преодолен путем использования венгерского метода (названного так в память знаменитой теоремы венгерского математика Кёнига).

Мы познакомим читателя с этим методом и покажем, как решить задачу о бригадах «Пеликана», хотя перечислением и сравнением всех 120 возможностей это можно было бы сделать за несколько часов, а действуя на основе интуиции, и еще быстрее.

Основная идея венгерского метода довольно проста, хотя некоторые строгие доказательства будут в этом предварительном изложении намеренно опущены. Мы сформулируем, однако, основной принцип, согласно которому оптимальность решения (или решений) задачи о назначениях не нарушается при уменьшении (или увеличении) всех выражающих время
 элементов Cij строки таблицы (или ее столбца) на одну и ту же величину С. Это утверждение очевидно, так как решение может содержать в строке и в столбце только один единичный элемент (см. табл. 6.4). Таким образом, описанная операция уменьшает (или увеличивает) общую сумму (потерянное время или затраты, связанные с некоторым решением) на величину C, но не может изменить оптимальности решения.

Применим венгерский метод к нахождению оптимального назначения бригад «Пеликана». Любопытно, что для размещения единиц оптимального решения в таблице, аналогичной таблице 6.4, мы будем пытаться разместить нули в таблице 6.5, которая является точной копией таблицы 6.3.

Процесс решения расчленяется на шесть этапов.

Этап I. Получение нулей. 

Среди элементов каждого столбца таблицы выберем наименьший и вычтем его из всех элементов этого столбца. Составим таблицу, элементами которой являются разности
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где индекс i означает строку, а индекс j — столбец (например, C14 означает элемент, принадлежащий строке 1 и столбцу 4). Заметим, что буквенные индексы строк таблицы 6.3 заменены для удобства в таблице 6.5 численными.

Таблица 6.5

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	17,5
	15
	9
	5,5
	12

	2
	16
	16,5
	10,5
	5
	10,5

	3
	12
	15,5
	14,5
	11
	5,5

	4
	4,5
	8
	14
	17,5
	13

	5
	13
	9,5
	8,5
	12
	17,5


Описанный прием позволяет получить хотя бы один нуль в каждом столбце.

В нашем примере (табл. 6.5) нам следует вычесть 4,5 из всех элементов первого столбца, 8 из всех элементов второго и т. д. Таким образом мы получим числа Cij(1), составляющие следующую таблицу.

Таблица 6.6

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	13
	7
	0,5
	0,5
	6,5

	2
	11,5
	8,5
	2
	0
	5

	3
	7,5
	7,5
	6
	6
	0

	4
	0
	0
	5,5
	12,5
	7,5

	5
	8,5
	1,5
	0
	7
	12


Этап II. Поиск оптимального решения. 

При помощи нулевых значений C попытаемся сконструировать решение, для которого суммарное время потерь (или, в условиях других задач, суммарные затраты) имело бы нулевое значение. Если это возможно, то мы нашли оптимальное решение. В противном случае мы переходим к третьему этапу.

Чтобы найти решение с нулевым значением, рассмотрим сначала ту строку (или те строки), которая содержит наименьшее число нулей; обведем квадратиком один из нулей этой строки, а затем вычеркнем нули, которые находятся в той же строке или в том же столбце, что и обведенный нуль.

Таблица 6.6а

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	13
	7
	0,5
	0,5
	6,5

	2
	11,5
	8,5
	2
	0
	5

	3
	7,5
	7,5
	6
	6
	0

	4
	0
	0
	5,5
	12,5
	7,5

	5
	8,5
	1,5
	0
	7
	12


Найдем среди оставшихся строк ту (или те), которая содержит меньше всего нулей, и повторим тот же процесс. Будем поступать так до тех пор, пока мы уже больше не сможем обводить квадратиками новые нули.

В нашем примере мы сначала обвели квадратиком элемент С24, затем С35, затем С53 и, наконец, С41 и вычеркнули С42, хотя можно было бы обвести С42 и вычеркнуть С41. Совершенно ясно, что здесь не получилось решения с нулевым значением; действительно, если бы мы завершили назначения выбором элемента C12, то значение решения было бы 7 + 0 + 0 + 0 + 0 = 7. Следовательно, мы должны переходить к следующему этапу.

Этап III. Поиски минимального набора строк и столбцов, содержащих все нули. 

Будем выполнять действия в такой последовательности:

1) пометим крестиком (×) все те строки, которые не содержат ни одного обведенного квадратиком нуля;

2) отметим каждый столбец, содержащий перечеркнутый нуль хотя бы в одной из помеченных строк.

Таблица 6.7

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	13
	7
	0,5
	0,5
	6,5
	x

	2
	11,5
	8,5
	2
	0
	5

	3
	7,5
	7,5
	6
	6
	0

	4
	0
	0
	5,5
	12,5
	7,5

	5
	8,5
	1,5
	0
	7
	12


3) отметим каждую строку, имеющую обведенный квадратиком нуль хотя бы в одном из помеченных столбцов;

4) будем повторять поочередно действия (б) и (в) до тех пор, пока не останется строк или столбцов, которые еще можно пометить.

Этот процесс позволит нам получить минимальное число строк и столбцов, содержащих все перечеркнутые или обведенные нули; как это происходит, мы увидим на этапе IV. В нашем примере мы пометили строку 1; столбцов, которые мы должны были бы отметить, нет (табл. 6.7).

Этап IV. Завершение этапа III. 
Прочеркнем каждую непомеченную строку и каждый помеченный столбец. Это даст нам минимальное число строк и столбцов, содержащих все перечеркнутые или обведенные нули таблицы.

В нашем примере, очевидно, нужно прочеркнуть строки 2, 3, 4 и 5 и не прочеркивать столбцов.

Этап V. Перемещение некоторых нулей. 
Рассмотрим часть таблицы, состоящую из непрочеркнутых элементов, и возьмем наименьшее число в ней. Вычтем это число из элементов непрочеркнутых столбцов и прибавим к элементам прочеркнутых строк
.

Ясно, что эти действия не изменяют оптимального решения рассматриваемой нами задачи о назначениях.

В нашем примере по-прежнему непрочеркнутыми элементами являются элементы строки 1, наименьший элемент которой равен 0,5. Вычтем поэтому 0,5 из всех элементов столбцов 1, 2, 3, 4, 5 и прибавим 0,5 к элементам строк 2, 3, 4, 5, что фактически равносильно в данном случае вычитанию 0,5 из элементов строки 1 (см. табл. 6.8).

Таблица 6.8

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	12,5
	6,5
	0
	0
	6

	2
	11,5
	8,5
	2
	0
	5

	3
	7,5
	7,5
	6
	6
	0

	4
	0
	0
	5,5
	12,5
	7,5

	5
	8,5
	1,5
	0
	7
	12


Этап VI. Получение оптимального решения или переход к новому циклу. 
Будем в новой, полученной на этапе V таблице, содержащей числа Cij(2), искать оптимальное решение, как это описывалось в этапе II. Если мы при этом придем к оптимальному решению, то процесс заканчивается. В противном случае мы повторим этапы III, IV и V и, в случае необходимости, вернемся к этапу II еще раз. Полученное в результате описанных действий оптимальное решение может оказаться неединственным. Продолжим операции в нашем примере. Повторив этап II, мы получаем таблицу 6.9, которая будет содержать новые перечеркнутые или обведенные нули. Приступим к этапу III; пометим строку 5, а потом столбец 3; после этого мы должны пометить строку 1, а следовательно, и столбец 4, на основании чего появляется пометка против строки 2.

Таблица 6.9

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	12,5
	6,5
	0
	0
	6

	2
	11,5
	8,5
	2
	0
	5

	3
	7,5
	7,5
	6
	6
	0

	4
	0
	0
	5,5
	12,5
	7,5

	5
	8,5
	1,5
	0
	7
	12


Прочеркнем строки 3 и 4 и столбцы 3 и 4; это составит этап IV. Перейдем к этапу V: наименьшее число свободной части табл. 6.10, которая только что была нами получена, есть 1,5. Вычтем его из элементов столбцов 1, 2 и 5 и затем прибавим к элементам строк 3 и 4. В результате мы получим табл. 6.11.

На этот раз новое применение операций этапа II дает целиком нулевое решение:

C41(2) + C52(2) + C13(2) + C24(2) + C35(2) = 0

которое и является искомым. В первоначальной таблице этому решению соответствует

С41 + С52 + С13 + С24 + С35 = 4,5 + 9,5 + 9 + 5 + 5,5 = 33,5 часа.

Таблица 6.10

	
	1
	2
	3
	4
	5
	

	1
	12,5
	6,5
	0
	0
	6
	x

	2
	11,5
	8,5
	2
	0
	5
	x

	3
	7,5
	7,5
	6
	6
	0
	

	4
	0
	0
	5,5
	12,5
	7,5
	

	5
	8,5
	1,5
	0
	7
	12
	x

	
	
	
	x
	x
	
	


Таблица 6.11

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	11
	5
	0
	0
	4,5

	2
	10
	7
	2
	0
	3,5

	3
	7,5
	7,5
	7,5
	7,5
	0

	4
	0
	0
	7
	14
	7,5

	5
	7
	0
	0
	7
	10,5


Таблица 6.12

	
	1
	2
	3
	4
	5

	a
	0
	0
	1
	0
	0

	b
	0
	0
	0
	1
	0

	c
	0
	0
	0
	0
	1

	d
	1
	0
	0
	0
	0

	e
	0
	1
	0
	0
	0


Решение может быть, наконец, представлено, как и в таблице 6.2, в виде единиц и нулей, причем единицы будут занимать использованные клетки (табл. 6.12).

Таким образом, решение, которое приводит к минимальному суммарному времени ожидания в 33,5 часа, оказывается следующим:

1-я бригада живет в Мехико. Рейсы d и 1. Перерыв 4,5 часа.

2-я бригада живет в Акапулько. Рейсы 2 и е. Перерыв 9,5 часа.

3-я бригада живет в Акапулько. Рейсы 3 и а. Перерыв 9 часов.

4-я бригада живет в Мехико. Рейсы b и 4. Перерыв 5 часов.

5-я бригада живет в Акапулько. Рейсы 5 и с. Перерыв 5,5 часа.

Аналогичный расчет позволяет определить максимальное время простоя, которое составляет 83,5 часа. Между наилучшим и наихудшим решениями имеется разница в 50 часов и существует еще 118 промежуточных решений (не обязательно отличающихся друг от друга по существу; так, например, решения 2а, b1, 5с, d4, е3 и 2а, b1, 5с, d3, e4 эквивалентны друг другу). Кто теперь осмелится утверждать, что для нахождения оптимального решения достаточно интуиции и общих рассуждений, особенно если в таблице было бы еще несколько строк и столбцов?

3.3.3. Создание математической модели «Задачи о назначениях»

Рассмотренный выше алгоритм кажется не слишком сложным. Рассмотрим как его можно реализовать в ППММ.
Первое и главное, не забываем описать задачу, пусть кратко. См. рис. 3.25. На этом этапе также выбирается формат ввода исходных данных модели.
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Рис. 3.25. Описание задачи и исходные данные.
Далее, приступаем к реализации алгоритма. В этом процессе следует придерживаться тактики «мелких прыжков в нужном направлении», т.е.:

1) не пытаться написать «сразу все»;

2) разбить алгоритм на мелкие, относительно независимые кусочки-действия;

3) реализовать каждое такое действие;
4) проверить корректность реализации каждого действия на тестовых данных (полная проверка корректности — очень сложная задача, но надо хотя бы убедится, что ваша программулька считает);

5) объединить действия в последовательность алгоритма;
6) сформировать и вывести результаты.
После того, как алгоритм создан из «мелких кусочков» и при необходимости, например, улучшить быстродействие, некоторые кусочки можно будет объединить. Если же скорость вычислений удовлетворительная, то лучше оставить «мелкие кусочки», ибо хорошо структурированные вычисления облегчают как последующие модификации алгоритма, так и понимание программы другими людьми.
Итак, первый «кусочек» алгоритма. В нашем случае алгоритм уже содержит хорошо структурированные «шаги», поэтому простейшим вариантом является последовательная реализация каждого из шагов. Первым шагом алгоритма является вычисление ожиданий при обслуживании рейсов бригадами живущими в первом из городов. Легко сообразить, что второй шаг алгоритма — вычисление ожиданий при обслуживании рейсов бригадами живущими во втором городе — в точности аналогичен первому. Ибо кто пронумеровал города? Поэтому есть резон написать универсальную программу для обеих случаев, см. рис. 3.26.
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Рис. 3.26. Реализация первых шагов алгоритма.
На рис. 3.26 следует обратить внимание на КОММЕНТАРИИ к каждой из функций и тестовые расчеты (справа) для проверки работоспособности функции и демонстрации формата возвращаемых данных.
Реализация Этапа 1 алгоритма очень проста (рис. 3.27), но не следует отклоняться от «генеральной линии» — каждый этап реализуем отдельной функцией.
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Рис. 3.27. Реализация Этапа 1 алгоритма.

Реализация Этапа 2 алгоритма — первый этап циклической части — заметно сложнее и может быть выражена в нескольких функциях, выполняющих элементарные действия. (рис. 3.28), но не следует отклоняться от «генеральной линии» — каждый этап реализуем отдельной функцией.
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Рис. 3.28a. Реализация Этапа 2 алгоритма.
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Рис. 3.28б. Реализация Этапа 2 алгоритма.

Этап 2 алгоритма достаточно сложен, чтобы использовать аж три вспомогательных функции, чтобы реализовать пометку и вычеркивание нулей в матрице.
Реализация Этапа 3 — самый сложный участок алгоритма. На этом этапе циклически повторяются сложные процедуры пометки строк и столбцов. При создании прикладной математической модели, по крайней мере на первоначальном этапе, следует каждую из процедур пометки реализовать отдельной функцией, см. рис. 3.29.
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Рис. 3.29а. Реализация Этапа 3 алгоритма. Вспомогательные функции.
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Рис. 3.29б. Реализация Этапа 3 алгоритма. Вспомогательные функции.
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Рис. 3.29в. Реализация Этапа 3 алгоритма. Вспомогательные функции.
После того, как все вспомогательные функции определены, можно сконструировать основное тело алгоритма, см. рис. 3.30. В реализации математической модели следует обратить внимание на два момента:
1) ограничение числа итераций — чтобы при ошибках не возникало зависание;

2) возможность журналирования промежуточных шагов вычислений — для отладки алгоритма.
	2.4. Основная функция определения решения.

Возвращает суперматрицу из 3-х элементов:

1) матрица из 4-х столбцов:

номер рейса туда, 

номер рейса обратно, 

город местожительства/отправления, 

время ожидания между рейсами.

2) количество итераций затраченное на поиск.

3) Если параметр [image: image36.wmf]Log

0

¹

, то возвращаются данные всех промежуточных итераций.
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Рис. 3.30. Реализация алгоритма. 
Ну и окончательно, следует позаботиться об описании результатов моделирования, см. рис. 3.31.
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Рис. 3.31. Вывод результатов моделирования. 
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Кнопка вызова QuickSheets








� В других задачах Cij могут означать другие величины, например затраты.


� То же самое имело бы место, если бы мы вычли указанное число из всех непрочеркнутых элементов таблицы и прибавили его к дважды прочеркнутым элементам (т. е. к элементам, стоящим на пересечениях прочеркнутой строки с прочеркнутым столбцом).
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